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L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


TETRAEDRES 
DONT LES SOMMETS SONT SUR UNE QUADRIQUE © 
ET DONT LES ARETES TOUCHENT UNE QUADRIQUE S 


Par M. Bertrann GAMBIER. 


{. Introduction. — Étant donné deux quadriques X, S, on peut 
chercher un tétraèdre offrant, par rapport à elles, une certaine dispo- 
sition (inscrit, circonscrit, conjugué, d’arétes tangentes). Les divers 
problèmes ainsi obtenus n’obéissent pas à une loi générale : les uns 
(tétraèdre inscrit dans Z, conjugué à S, par exemple) exigent que E, S 
vérifient une certaine condition relative ; d’autres, tels que celui de ce 
mémoire : tétraédre dont les sommets sont sur X et dont les arêtes touchent S 
n’exigent aucune condition préalable entre S et &. Nous allons voir 
qu'il existe a* tétraèdres de cette espèce, que les faces de ces tétraèdres 
enveloppent une surface W de classe 4, que chaque point de È donne 
8 tétraédres, que chaque plan tangent de W en donne 4, en supposant 
bien entendu S et & quelconques. Nous signalerons de nombreux cas 
particuliers, sans les discuter tous. Nous reconnaitrons qu'il est néces- 
saire de savoir, par une méthode appropriée, simplifier les calculs, 
sinon ils deviendraient inextricables. Cette méthode consiste en parti- 
culier à étudier au préalable trois coniques c, c’, c’ d’un même plan, 
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telles que c’ et c” soient circonscrites à un même triangle de côtés 
tangents ac. J'ai eu besoin d’une étude analogue pour un autre pro- 
blème qui est imprimé au Journal de Mathématiques : tétraèdre 
conjugué à S, d’arêtes tangentes à £; en étudiant un système de trois 
coniques c, c’, c’ telles qu'il existe un triangle inscrit dans c, cir- 
conscrit à c’ et conjugué à c”, j'ai pu supprimer presque en totalité les 
calculs d’un autre auteur. Au point de vue de la réalité, il est bon de 
_ signaler dès maintenant que toute quadrique réelle tangente aux arêtes 
d'un tétraèdre réel est une quadrique non réglée ou à la rigueur un 
cône ou un cylindre. 


2. Etude des coniques c’, c’ circonscrites à un même triangle cir- 
conscrit à une conique c. — J’écris 
c =A 27+ A’y?+ A"s?*+ 2Bys 4+ 2B’ sx+ 2B" zy, 
(1) CRN Dee ee ae A ME ANT ES + 2B) xy, 


J’appelle A, A’, A” les discriminants de c, c’, c”; puis 
lu A;A;— B?, i= AA; Dr. a= A;A;— BP 


(2) (oi BB) AB, 6)— BLB;— AB, 57-5. B,B,— AGE: 
(3) O,;= a, Aj+ a; Aj+ aj \j+ 20;B;+ 2b;B;+ 2b) B; Cres). 


(= 0:10 


Le discriminant de la conique Ac+ wc’+ c’est 
(4) 6 = Ad*+ (Ou + 9,.)2?7+ (8,. 27+ Op + O.,)A 
+ A’pi+ 60, pu? + O,, + A”. 


Avec ces notations on aurait 3A;=90,;; le coefficient ©,,, est linéaire 
par rapport aux coefficients de chaque conique; nous n’aurons pas 
besoin de son expression, car trots coniques n'ont que sept tnvartants 
projectifs; tl existe donc entre les dix coefficients (homogènes) entrant 
dans ¢ deux relations homogènes qui permettent d'exprimer en parti- 
culier Oy,» au moyen des autres coe f ficients ( Si 


1 “A 1) tu A : aan à 4 
(1) On peut, en effet, réduire les équations €, c’, c” à la forme 
c= 2? 2 33 / — 2 ‘4 Yd 8 
+ iy? + 33, cS Ayat+ Any? Als, c'æ Agu? +...+ 2Bhary, 


de sorte ¢ ss coeffici , 6 WE ( i i insi 
lo te que à s coefficients A1, A, A" sont complètement arbitraires ainsi que les coef- 
ficients: As, A‘%,).. +, 2B". 
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Cela posé on sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
existe wn (et par suite x'), triangles inscrits dans c’ et circonscrits ac 
est que le srinome Ad? + 0o,u.2+0,,u2, déduit d’une façon évidente 
du discriminant Ah* +- Oo, uA? +O, 9 peA+ A’ us de ke + wc’, soit carré 
parfait : 9, — 4A0,,=o0. 

Si la conique c’ dégénère en deux droites, le discriminant de 
Ae+ uel se réduit à A( AA? + 0,, uÀ + 0,,u°) et le fait, qu’en l’égalant 
à zéro, l’équation obtenue a une racine double, exprime que l’une des 
deux droites est tangente 4c, de sorte que les triangles ont un côté 
porté par cette droite, et unsommet variable sur l’autre. Si la coniquec 
dégénére en deux droites, les deux relations A = 0, 0,,=0 expriment 
que ces deux droites se coupent sur la conique c’. 

On se rappellera aussi que, si l'on étudie le faisceau tangentiel 
Ne uc’, c’est le trinome OX HO ou + A’ v.? qui doit être carré 
parfait, les racines de chaque discriminant pour Ac + pc! ou he uc! 
étant proportionnelles aux inverses de l’autre. 

On sait aussi que si la relation 07, — 4AO,,—0 est vérifiée, en 
prenant une tangente quelconque de c recoupant c'en P, Q, les tangentes 
autres que PQ menées de P et Q à c se recoupent en R sur c’. 

Si l’on suppose maintenant c’, c” toutes deux circonscrites à un 
triangle BCD dont les côtés touchent c, la conique .c’-+ c” possède, 
quel que soit p., cette propriété, de'sorte que le trinome 


Ad? + (Oj, B+ Oy2)A + Oi pH? + Gin + Os 
est carré parfait enh ety.;ona: 


(5) 0: , == AO 108 0°, AO 6, 0,10,; —2A0,,,—= 0: 


Ces trois conditions nécessaires sont en méme temps suffisantes. En 
effet, prenons y. égal à une racine p., du discriminant de ge’ c; la 
conique pc’ c" se décompose en deux droites dont l’une est tan- 
gente à c; cette droite est en même temps sécante commune aux 
coniques du faisceau u.c!+c’=0; si donc elle recoupe en B, C la 
conique u.c’-+c’=0, les points B et C sont indépendants de et les 
nouvelles tangentes issues de B et C à c se recoupent en A, situé, quel 
que soit x, sur la conique pc! + c’=o0, donc point de base nouveau 
de ce faisceau; le triangle ABC est circonscrit à c, et inscrit dans 
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toutes les coniques pc’ +c”; il est unique (sauf cas où c’ et €” coinci- 
deraient) (‘). 

Or, dans le cas qui va être fourni par nos tétraédres, les coniques c, 
c! sont bitangentes; les résultats qui précèdent subsistent, mais le 
double contact de c et c’ permet de simplifier beaucoup le résultat. Si 
nous songeons aux formes réduites 


ce stat y?+ s*— ays -- 15" =- ary 
(6). c'=h4ys +4s5x + hay [e+e=(æ+y+s}]. 
c"= 2Bys + 2B’sx + 2B" zy 


le discriminant, changé de signe, donne 


(7) 428 4%¢(6p + B+ B+ BY) 
+ [64+ B+ B+ B'}?— 2(24 + B) (2p + B’) (22 + B’), 


de sorte que le trinome 


4d? — 4A(6p+ B+ B’+ B") + (62+ B+ B'+ B"): 


est carré parfait; nous apereevons que la racine de 0,,u.+ Ooo, à 
. I " . 
savoir — (B+ B’+ B’) est le tiers de celle de A’u.+0,,; cette 


relation, en raison de invariance des coefficients et des précautions 
prises pour respecter l'homogénéité par rapport aux coefficients de 
chaque conique séparée, est vraie quel que soit le système de référence. 
On peut donc la substituer à l'équation 0,,0,.— 2A0,,, —0; mais il 
reste à vérifier que cette substitution n’introduit pas de solutions 
étrangères (c, c' étant bien entendu bitangentes). Pour le voir, nous 
n'avons qu’à prendre pour c, c’ les formes réduites (6) déjà données, 
et nous écrivons, pour c’, 


(6') e"= Au*+ A’y?+ A" s?+ aBys + 2B sx + 2B" zy. 


(+) Il est intéressant de signaler la propriété du quatrième point D de base du faisceau 
ponctuel pe"+ ce"; menons de D les tangentes Dx, Dy ac; la droite Dx perce la conique 
pe er en un point X correspondant homographiquement à a: de même Dy perce la 
meme conique au point Y; la droite XY enveloppe une conique qui est précisément c. 


INT à : 
w ae 
¥ > 
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Le discriminant, changé de signe, de Àc + uc'+-c” donne 
4d? — 42? (62 + B+B'+B"] 
+i(6p+ B+ B’+ B")?— o(au+B)(au+B')(2u + B’), 
— A[ATA"+ AYA-+ AA’ 49 A(ou+ B) + 2A/(ou+B')-+oA"(ou+ BY] 
+ A[op— B+ A’[op — B24 A'fou— B'}. 


(7) 


Les équations (5) font écrire 


(8) A‘A"+ AA + AA’+ 2AB + 2A'B'+2A"B'—0, 
+ A ACHAT 0. 
Avec la nouvelle méthode, nous avons toujours la première équa- 
tion (8); ensuite nous devons écrire que le triple de la racine de 
6u + B+ B'+ B’ est égal à la racine de 


— 161 — 8(B + B'+ B") + 4(A + A’+ A") 


et nous retrouvons ainsi À + A’+ A”=o, de sorte que le second Adie 
cédé est strictement équivalent au premier. 


3. Mise en équation du problème. — Nous supposons S, 2 quel- 
conques; elles ont un tétraèdre conjugué commun, unique; nous écri- 


vons donc 
Z2=ax+by+ cz + dt, 


See LH VHS, 


Nous imaginons un tétraèdre A, A,A,A, inscrit dans X, d’arétes 
tangentes aS. J’appelle x,, y,, 3,, ¢, les coordonnées de A,, de sorte 
que l’on a 


(9) ax?+ byi+csi+ dti =. 


Jappelle v,,v,,«,, À, les coefficients du plan Q déterminé par A, A, A, 
et j'envisage trois cônes C, C’, C” de sommet commun A,; Cet C’ ont 
pour bases respectives les coniques (S, Q) et (2, Q);C’ est le cône 
circonscrit de A, aS; ilest clair que les coniques c, c’, c” de section de 
ces cones par Q (ou tout autre plan) ont la disposition étudiée au 


_— 
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numéro précédent. Je pose donc 


P = zx, + YM + sit Ch, 
6) P,= Si 2) Tee rer 
10 


Q =ux +7 +5 + lui, 
Qui + Pia + 35 + lit. 


On trouve aisément les équations 


(C=S,Q—2QQP+QS—0, C’=SS,— P*=o, 


et) | C= QS, —20(axr,27+ by y +¢3,34 di,t)=0. 


Dans l’équation de C”, on a tenu compte de l’équation (9) ou 4, =o. 
Les cônes C et C’ sont tangents le long des génératrices joignant A, 
aux points M, M' où S est coupée par la droite P— 0, Q=o. Le dis- 
criminant de AC + uC’ a done une racine double À: —=—$,:Q; et, 


en effet, on a 
S, C É 2 QC = (S, Q.— PQ 


Donc, pour que C soit inscrit dans 00' angles trièdres inscrits dans (?, 
il faut que l’autre racine du discriminant soit égale à 4 fois la racine 
double, donc à — 4S,:Q°. Donc la quadrique d’équation 


(12) ASC — Q2C'= 4(S,Q — PQ,)?+ 3Q2(SS, — P?) =o 


doit se décomposer en deux plans qui sontles plans tangents communs 
aux deux cônes C, C’, c’est-à-dire les plans tangents à S en M, W; 
donc le cône (12) a une ligne de points doubles, qui est la conjuguée 
de MM’ relativement à S; comme la droite MM’ est l'intersection des 
plans (æ,,y,,2,,t,), (u,,v,,æ,, h), la droite conjuguée joint les points 
qui ont ces mêmes coordonnées; le premier est automatiquement 
point double du cône; il suffit done d'exprimer que le second est 
point double; les dérivées en a, y, 3, ¢ du premier membre de (12) 
s'annulent done pour &,, 6,, 9, 2,, ce qui donne 


AS: (ep ae OF wt + AP) — (a et + 3 + Aye, + 3 (a, + PS 
La condition cherchée est 


, , » » 0 A > o P « “ 
(une) LOL HT EST HN (a PE + hh?) 


(UE, + 4 Pis, + LAURE 


Je: 
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Quand A, est fixé, cette équation est l’équation tangentielle d’une 
quadrique se raccordant à S tout le long de la conique de contact 
(S, C’). Le calcul qui a été fait montre que l’équation exprimant que | 
AC + pC’ dégénère en deux plans est 


(13) (AQE+ BS,)?(AQi+ 4pS,) 
= LS [AR (UE + 02+ w?+ A?) + PAU + 02? + +R?) + pl =o. 


En coupant C et C’ par un plan quelconque, nous avons donc. deux 
coniques c’, c” dont le discriminant est, à un facteur près, le premier 
membre de (13); nous aurons besoin de ce discriminant exact; il 
suffit donc, d’aprés (13), d’avoir le discriminant de c’; prenons pour 
plan de section le plan «= 0, d’où 


2 


(14) . = (2? + y? 4+ 5*)S,— (xx, + Yy1 + 35). 
On calcule aisément 


A,=5,— 23, A,=S,— y}, Ai =S,— 23, 
B,=— Yi B,=— 24:2, B,—=— ays 
(15) a= (Si — yf) (Si— 37) — vist = Si (zi + 49), 
a@,=5,(yi+ tH), a, =S, (37+ 6), 
Wi S75 ee aa DS. 


on en déduit 
A,— A,a,+ Bb! + B, bi, = S22. 


On en conclut que le discriminant de Ac + ue’ est 


(16) S2e2[4A( a2 + 62 + 3+ A?) + whl A(u2 + 02 + 7+ AZ) + pI. 


Nous avons besoin maintenant de calculer le discriminant de la 


conique p.c’ +c”, dont le terme en p est ps St; ; nous écrivons 


(17) CNS (ut + Vi + 15, + ht) (axv?+ by? + 3° 
— 2(rU,+ ye, + 5H,) (ax, 4+ by, y + ess), 
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de sorte que l'on a 


C2 


~ 


Ag==a(QO,— 24y2,), n= (QO) = 127191), AS = 6(Q, rare) 
B,=— (8y,0,+ ¢5 1) BL =— (cs, 4,+ ax,,), 
Bi=— (azx,v,+ byu), 


(18) ag be[(u, x, + lite) — ef yi — vi si] — PARA r C 

| = be(u,x,+ h,t,)?+ bw? (ax? + dt{) + cv} (axi + dt), 

b,—a?.ci vw, + beujy, 3, + af ey, +05, + 2,6 || by, + 65,9) | 
= — adv, wt? + bcuz 7, 5, 


+ abwiy,s,+ abh,w,v,t, + ac? 1,5, + ach, v,5,t,. 


L’équation de c” est écrite en tenant compte de la relation 
ax, + by; + c35 + dt} =o (qui n'intervient ni pour € ni pour c’); de 
la sorte, dans l’expression de a, et b,, on a éliminé les termes qui 
contiennent les carrés a’, b*, c’ en écrivant b* yy; = — b( aa) + cs + dt") 
par exemple; ona ensuite, par un calcul qui n’exige plus que la réduc- 
tion des termes semblables, pour discriminant de u.c’+ c’, 


2 


(ig) RS HSE (b+c+d- aux +(c+d+a—b)r,y, 
+(d+a+b—-c)ws+(a+b+e- d)h,t,] 
+ pliZbel(uzx, + Mt} +(hi+u?)(?+5)] 


à ur p? (yr? Ee 
+ Q, Cf abed| — + + + tt + 2). 
i a b c d 


On a ainsi mis en évidence le facteur ¢* et rétabli, ce facteur supprimé, 
la symétrie entre les quatre coordonnées. Mais il faut remarquer que 
artifice, si simple qu'il soit, d'écrire b? y} = — b(ax* + cs? + dt?)..., 
n'est pas évident a priori, qu'il y a bien d’autres combinaisons qui se 
présentent à l'esprit avec un aspect aussi simple, mais que c’est le 
seul qui permette, sans effort considérable, de mettre partout ¢ en 
facteur. 

Je signale donc une autre méthode qui réussit plus aisément pour 
ce calcul et qui, une fois achevée, suggère aussitôt de se débarrasser 
des termes a”, b?, c?, d? dans le calcul de la première méthode. Cette 


nouvelle méthode a aussi l’avantage d’effectuer une vérification pre- 
cieuse des résultats. 
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Nous avons envisagé le faisceau ponctuel déterminé par C’ et C’; 
nous avons remarqué au paragraphe précédent que le faisceau 
tangentiel de ces deux cônes peut être utilisé. Écrivons donc les 
équations tangentielles de la quadrique S et de la conique (E, Q) 


{S) We PH wt h?= 0, 
Uz Pee eve EAP iG Re LA ih? ~ 
2, Q) + + — + A414 + 
A x (< b es d a b Cc d 
ul, i 0; = AN) is hhy\? 
a b c Ga)! = 


Le cône circonscrit de A, à la quadrique du faisceau tangentiel 
MS + (2, Q) engendre le faisceau tangentiel de cônes en question et 
dégénère en deux droites quand la quadrique passe en A, ; exprimant 
ce fait, on a une équation de degré 3 en M qui a pour racines des 
quantités proportionnelles aux inverses des racines du discriminant 
de ue'+ c”. Écrivons done l’équation 


(20) M(u?+ 97+ w?+ h*) 


2 us “A TE Ww si h? us v: ed he 
a b C d a ett Er eee | 


(= Zt. ve; af VV; if ai) =0 
Liu ae gl ee TT Tree 0 
e 


en posant pour abréger 


uu, eV; (Vr, hh, ue oo WF ue 

2 = — sat re > = 2 

( D ; a i b ag G ss d a b € d 
L’équation ponctuelle des quadriques (20) s’obtient en éliminant 

u, ¢, W’, hr, ç entre les équations 


4 me JE 
u Hew v ’, 
Mu+-r, Tr Me+ 54-77 
2 aes a NE b 
& t I 
ER EE ay === , 
é ‘Vv y h h O 
(22) Mw yp pe UMA me + 
Cc Cc d d 


ux+tvrytwstht=o, 


ul, rv; Vw, hh, 
— ee ee yO 


a b Cc d 
Ann. Ee. Norm., (3), Lil. — Fasc. 1. 2 
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: : 
Les rapports de tête donnent u, », w, h sous forme d’expressions. 
linéaires et homogènes en r et p; portant dans les deux dernières 
équations, on a aussitôt l'équation cherchée (où nous remplaçons z, 


Y> 3, À PAT Lis Vis 315 bs) 


+ de" ll 
CR ONS | | =o. 
(23) > r; si >; Tr, 2. ri . 
«a a a 


Cette équation, en chassant le dénominateur, devient 


sir ra ri ri 
(2h) si] (M+ i) (M+ 2) (M+ a) 
2 F 
G 
4 Gr Tr; a Ti ri 
a (w+ 7) (m =| 3) a (M + 7) (M+ 2] Ce 


ou encore 


Tr, 


abcd 


r 
abed 


M*S,-+ M°[...] + Q,[(b+c+d—-a)u,x,+...]M + 


Qi=e 


et l’on voit, par comparaison avec (19), que l’on peut poser 


Le calcul est sensiblement plus aisé que celui de la première méthode. 

Il reste, maintenant, à trouver le discriminant de Ac + ec”; il suffit 
de faire intervenir le faisceau ponctuel des quadriques LS + 3; la 
section d’une telle quadrique par le plan Q se décompose, quand la 
quadrique est tangente au plan ; cette section n’est d’ailleurs autre que 
la conique L(Ac) + ke" où k, & sont certains facteurs numériques à 
déterminer. On a l’équation de degré 3 en L 


uy p? we h? 


hs 1 
EÉÉDÉEET 7 MERE à 
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ou rendant entier et ordonnant 


(25) Lui + of + w+ hk?) + L?[u?(b+e4d)+...] 

+ L[u2(be+ed+db)+...] +abed(“! The PAR EE 

a b Cc d 
La condition pour que la conique c” ou (EX, Q) soit circonscrite a 
0! triangles circonscrits à c ou (S, Q) est donc, d’après la règle 
indiquée, 
(26) [uz (6+-c+d)+...]? 
— Aut + ef + P+ hi) [ube + cd + db) +...]=0. 


C’est t’équation tangentielle d'une surface W de classe 4 à laquelle 
sont tangents les plans des faces des tétraèdres cherchés. 1] est important 
d’avoir les plans tangents communs à W et S ou à Wet E, Pour les 
premiers, la forme même d’équation de W prouve qu’elle se raccorde 
à S tout le long de la courbe de contact de S et de la développable 
définie par les équations 
: Ui + Pi + wi + ho, 


(6+e+d)uj+...=0, 


équations qui se remplacent aussitôt par 


» 


Ui 3+ wi hizo, 
2 


(27) ; ‘ : 
Ue beta Oe ly 0c 


On a ainsi à envisager les plans tangents communs à § et à la réciproque 
de vis-à-vis de S : les points de contact de § et de la développable sont 
manifestement les points communs à S et X. Ceci est bien d'accord avec 
nos prévisions; un tel plan donne une conique c ou (S, Q) décomposée 
en deux droites, qui doivent se couper en un point dec’; ce point est 
celui qui a été choisi sur la quadrique (S, ~). 

D'autre part les plans tangents communs à W et © coupent EX sui- 
vant deux droites, dont l’une est tangente à S; la réciproque est 
évidente, d’après nos explications du paragraphe précédent : la sur- 
face W contient donc les génératrices de 2 tangentes aS, génératrices 
dont on sait qu'il en existe quatre dans chaque système (S et ~ étant 
quelconques). 


An 
£ 
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Ces résultats prouvent que si S et © sont quelconques, W ne se 
décompose pas; car elle se décomposerait en deux morceaux se 
croisant suivant la biquadratique (S, £) indécomposée; chaque 
morceau serait de classe 2, donc une quadrique; cette quadrique 
devrait contenir une des 8 génératrices indiquées sur , donc coincider 
avec À, ce qui n’a pas lieu. 

SiS se raccorde avec S tout le long d’une conique, toute génératrice 
de = est tangente à S, donc tout plan tangent à = est aussi tangent à W 
qui se décompose alors en È et une quadrique du faisceau (ponctuel et 
tangentiel) S, &. Ce cas est caractérisé par a=b=c, et l’on voit 
aussitôt que l'équation tangentielle de W est homogène et du second 
degré en (ui-+ ¢;+ 917) et (hi). 

Si Z et S ont quatre génératrices communes (a—b,c—d}), W se 
décompose en deux quadriques du faisceau ponctuel tangentiel S, È; car 
l'équation de W est homogène et de degré 2 en (u* +-¢7) et (sv, + A). 

Si maintenant nous revenons à l’équation (25), le premier membre 
est le discriminant de la conique L(hc) + ke’, c'est-à-dire 


(28) Lh? A+ L'h?Kk0,, + LAK? Oy + KA" 


Nous connaissons déjà A et A” d’après les calculs antérieurs : les for- 
mules (16) et (19) donnent 


A —168S141(u? + pi ats w2 + h?},, 


,2 
v4 


; [ur ech 
Af ce OC, tab SE saci cals 
==.) t+ a ea“ sats os - - 


On a donc, en comparant (25) et (28) et tenant compte de (12), 


| 


RE ES ANT VE Es I ; TRA I 
1687 ¢?(u?+....)2 Ore? 0,8” 
(29) ( WP kOo.= ui(b+e+ d'A ie, A‘ ja one 
wnt 
RO, — u3 (be + cd + db) +... = He T° 
Dir 


On en déduit 


{ Os [u?(d CN) +. à .| Lu di +. AU: 


(30) ) 
| 8, —[u?(bc + cd + db) +... Mu +... Bid: 
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* Nous avons trouvé d’autre part (formules 16 et 19) 


( GS, [(b+c+d— aux +...]e, ASIE, 


(31) | 
Oo, = 2487 tf} [uz + 02 + w7 + A?P. 


Nous devons écrire 
30,0 : Oy, = 8 : À’. 


Cela donne, toujours tenant compte de l'équation (12), 


(32) 2|(6+e+d—a)u,x,+...][u?+ 92+ 03+ h?] 
-—[u} (b+ e+ d) #1. [ur +. 4] So. 


Pour la clarté, je récapitule les équations nécessaires et suffisantes 
ax? + by}+csi+ dt?=0, 
[uÿ(b+c+d)+...P 
— lu? + 924+ wi + hi] [ui(ed+ db + bc) +...]—0, 
(E) ( 2[(b+c+d—aux+...][u?+v?+w?+ Ah] 

— [uj(6+e+d)+...|[u2,+...)=0, 

[ yy +++ yt, |? 

— (ai + yi 34 + 07) (ui + vi + w+ 2) =o. 


Cette forme est commode pour trouver les points (2,, y,, 3,, ¢,) 
correspondant à un plan tangent (u,, °,, w,, h,) de W; on a trois 
équations en (x,, y,, 3,, ¢,) dont l’une représente un plan et les deux 
autres deux quadriques; tl y a donc en général 4 points A, et par suite 
4 tétraédres correspondant a ce plan; comme les équations consi- 
dérées en æ,, y,, 31, ¢, sont manifestement indépendantes dans le cus 
général pour S, &, nous avons obtenu le résultat essentiel : S, = étant 
quelconques, elles admettent «° tétraèdres de l'espèce cherchée. Les seuls 
cas particuliers qui puissent arriver c’est que le plan (4,,6,, w,, h;) 
donne o' points A,, répartis sur une conique ou une droite (je 
donnerai l’exemple d’une conique sans avoir poussé jusqu’au bout 
l'étude analytique de cette question) ou bien que, leplan(u,,v,,5,,/h;) 
donnant un seul point A,, ce couple (A,, Q) donne +" tétraèdres; ce 
cas sera élucidé complètement. 

Si, au contraire, on donne A, pour chercher le plan (u,, +, «1,, /,) 
correspondant, il y alieu de modifier la forme des équations (E) pour 
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réduire les trois dernières au degré 2 en &,, %, 41, h,. On peut en 
effet mettre l’ensemble des deux dernières équations (E) sous la 


forme 


32") (b+c+d)ui +... a. ue + 6? + wit hi 
V2 ER . a , - 
Ae 21(b+c+d—a)ux, +... Uy Ly + Va) VS + lit 


Uy Ly VV, +, 5, + lu, 
h(x? + 75 + 55 + 0) 


En égalant les rapports extrêmes on a une équation de degré 2 
en (u,, 6, 3, A) qui peut remplacer l’une de ces deux équations 
finales de(E). D'autre part, le carré du premier rapport (32) est égal 
au produit des deux autres, d’où 
(33) [(o+e+d)uj+...|? ee ig fus is ai . 

[(o+¢+d—a)u,a,+...]? Li+)i+si+t 


Mais alors dans la seconde équation (E) nous remplaçons 
[uj (b+e+d)+...} et (ui+ei+ai+ hj) 


par des quantités proportionnelles fournies par (33) et nous avons 
une équation de degré 2 en u,, «,,,, A,. On ainsile nouveau système 


ax? + by?+c37?+dl=o, 


(U, 2+ 6,7, + 07,5, + Lt Y 


Watt oT T+ 67) (ult oF + ot + ht) =o, 
CE) ((b+e+d—a)u,2,+...}? 
— A(axpt y7 + 534+ 7) [u? (ed + db + bc) +...]—=0, 
a[(6+e+d)ui+...] [27+ )2?+ 574+ 07] 
\ — [(b+c+d-a)ur+...][mr+,.]=0. 


On vérifie aisément que l’on remonte de (E,) à (E). Cette forme 
prouve qu'à un point À, choisi arbitrairement sur S correspondent huit 
plans, et par suite huit tétracdres (S et 2 étant quelconques). Les seuls 
cas particuliers qui puissent se présenter c’est qu’au point A, corres- 
pondent æ' plans (enveloppant, soit une développable de classe 4, soit 
une dégénérescence d’une telle développable) ou que le point A, ait 
un plan correspondant donnant cc! tétraèdres : on voit que ce dernier 


cas est nécessairement le plus intéressant, puisqu'il s'offre de deux 
points de vue différents. 


À 


= 
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4. Examen a priori des cas particuliers. — Une autre facon d’envi- 
sager le problème serait la suivante : nous choisissons un point A, 
de *; le cone C’ recoupe = suivant une biquadrique ayant A, pour 
point double, décomposée ou non. Si cette courbe n’est pas décom- 
posée, c'est une biquadrique @ unicursale; nous pouvons déterminer 
sur elle trois points A., A;, A, par leurs paramètres ¢,, ¢,, ¢, et 
exprimer que chaque corde A,A,, A,A,, A.A, est tangente à S, ce 
qui donne trois équations pour trois inconnues et, en général, 8 solu- 
tions; la relation entre ¢, et ¢, par exemple, est de degré 4 en t, ou 4, 
séparément et symétrique; car le cone analogue à C', de sommet A,, 
coupe @ en À, comptant pour 2, en A, pour 2 aussi. Il peut arriver 
qu'un tel système ait une infinité de solutions, mais cela me paraît 
assez peu probable (@ étant indécomposée). 

Les points pour lesquels l'intersection de X et C’ se décompose sont 
les points situés sur l’une des 8 génératrices de Z tangentes aS; si A, 
n’est pas en l’un des 16 points spéciaux où se croisent 2 génératrices 
de cette sorte, de système différent, on a une intersection réduite à la 
génératrice G et à une cubique gauche I’; les considérations précé- 
dentes réapparaissent; mais on peut supposer A.,, A;, A, sur I’ tous 
les trois, ou un sur G et deux sur I et voir si l’on a une infinite de 
tétraèdres. 

Les 16 points qui viennent d’être signalés, points que j’appellera 
Œ,, As, À, ..., yy, sont intéressants parce que la courbe (4, C’) 
relative a CL, se compose des deux génératrices G’, G” issues de &,, 
puis d’une conique y; nous verrons qu’en général, il correspond au 
point cL, huit tétraèdres non dégénérés; deux ont un sommet sur G' 
et deux sur y; deux ont un sommet sur G” et deux sur y; les autres 
ont en dehors de &,, un sommet sur G’, un autre sur G”, le dernier 
sur y. Mais en particularisant les quadriques S, %, tl peut arriver qu'il y 
ait x! tétraèdres ayant trois sommets sur y : il suffit d’exprimer que le 
plan de ytouche W; c’est d’ailleurs comme on le voit aisément, le seul 
cas où l’on puisse obtenir un couple (x,,Y,, 31, 4), (ui, 4, Hr h,) 
fixe donnant o' tétraèdres. Il peut arriver, pourvu que S, & sotent 
bitangentes et satis fassent encore à une autre relation, que l’on trouve 
pour &, une infinité de tétraèdres dont un sommet décrit y, et les deux 


autres G' et G" respectivement. 
< 
2 
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Enfin il y a à parler des dégénérescences de nos trièdres qui peuvent 
se présenter, soit si A, vient sur la courbe gauche (S, 4), soit sur 
une des génératrices de & tangentes a S. 

En dernier lieu, les cas particuliers proviennent des dispositions 
particulières de S, 2 : double contact, intersection décomposée en 
quatre droites, conique de raccord pour rester dans le cas où il y a un 
tétraèdre conjugué commun (qui n’est plus unique). Et puis il y aurait 
les cas de contact unique, d’intersection réduite à une génératrice et 
une cubique, ou à une conique et deux droites concourantes. Nous 
n’aborderons pas cette étude. 

Nous citerons d’autres cas particuliers : par exemple tétraèdres de 
l'espèce en jeu construits sur deux génératrices de X, ce qui exige une 
relation entre S et Z. 


5. Etude des points (1, , soit pour un couple S, Ÿ quelconque soit dans 
le cas où (1, donne o' tétraédres. — Au point de vue esthétique, c’est 
une qualité pour un mémoire de suivre constamment la méme méthode ; 
pourtant, pour éviter des calculs pénibles, nous allons emprunter une 
autre voie, tout au moins provisoirement. 

Si nous considérons un tétraedre T, une quadrique S tangente aux 
arêtes de T, une quadrique & circonscrite à T, nous pouvons, avec T 
comme tétraédre de référence écrire 


Ss x*+ y?+ s?+ f-- 27s —asx—2xy —act yt—ast=o, 


a 
2= 2Bys + 2B':x + 2B'xy + 2aCxt + 2C'yt + 2C'5t— 0. 


La forme de l'équation S montre que siT et S sont réels, la quadrique S 
est une quadrique non réglée. Si nous formons le discriminant A de la 
quadrique S + AX, les racines de A s'expriment en fonction de B, B’, 
B’, C, C’, C”; prouver qu'il n’y a aucune relation nécessaire a priori 
entre S et X, revient à prouver qu'il n’y a aucune relation homogène, 
indépendante de B, B', B’, C, C', C’ entre ces 4 racines. Ce fait résulte 
des explications du n° 3, mais peut se démontrer aussi de la façon 
suivante : s’il existait une telle relation entre les racines, cette rela- 
tion aurait encore lieu même pour C/ = C’ = 0; si nous montrons que, 
pour C'= C= 0, il n'existe aucune relation, la proposition sera établie. 

Mais alors nous revenons aux points &, dont nous avons l’air de 


4 we 
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nous être écarté; car C’/—C’—o, sont les conditions pour que Z 
contienne les deux arêtes x = y =o et x= 3 — o de T. Et alors nous 
aurons même démontré que, pour un couple 3, S quelconque et pour 
l’un des 16 points & de ce couple, il existe nécessairement au moins un 
tétraèdre non dégénéré, dont deux arêtes sont les génératrices de Z issues 
de CL; car si cette propriété n’était pas vraie, il serait impossible 
d'écrire les équations (34) avec C/— C’— 0. 
Nous écrivons donc (C’= C’= 0) 

(35) S+1Z=zx+y ++ 2+ 2(AB—1)9'5 +.2(AB! — 1) sx 

+ 2(AB"— 1)zy + 2(AC—1) xt — ayt—ast 

=[t+ (AC—1)x—y —s}?4 (2AC — 2C?) 2? 
+ 2(AB— 2)y5+ 2[A(B’+ C) —2] sx + 2[4(B"+C)— 2] zy. 


. On obtient donc au signe pres le discriminant de S + AZ sous la 
forme 


(36) A—2(XB—2)[A(B'+C)—2][A(B'+C)- 2] 
AGE AC) (2 Bika 
Remarquons que l’une des racines de A est Ë (et que cette racine 


serait double si l’on avait B— B'+ C= B’+ C). 
Nous allons montrer que l’on peut identifier le polynome, de degré 4 


en À, A avec un polynome donné a priori 


(37) Mt À — ABA Bad — 16. 
Cela revient à écrire le système 


ss (B'+B')+B+C—a  (B+C)(B'+B)+B'B'—6, 
ee) B[B/B’+ C(B’+ B")—C?—BC]=y, BC=6, 


où B, C, B’+ B’, B'B’ sont les 4 inconnues à calculer en fonction 


de a, B, y, 6. On a aussitôt 


( ” Ô IR" — Ô Ô a] 
| B'— aB*-+ GB: — ;B — d— 0. 
La dernière équation est a(3) = 0, qui est prévue a priori; les autres 


Ann. Ec, Norm., (3), LI. — Fasc. |. 3 
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inconnues se calculent ensuite en fonctions de B, «, 5, y, à. Conclusion: 
étant donné deux quadriques S; & quelconques, on commence par 
rendre le discriminant de S égal à 16 (en multipliant les coefficients 
de S par un facteur convenable. Le discriminant de S + AX, changé de 


signe, est un polynome (37); 3 est racine de ce polynome, ce qui donne 


pour B quatre valeurs possibles; pour chacune les formules de la 
première ligne (39) donnent B’ + B”, B’B”, C et nous avons ainsi /uzt 
réductions possibles de S, Z à la forme (34) (avec C’= C"=0); ona 
en eflet 4 choix pour B, 2 choix pour 2 (donné par une racine carrée); 
mais ce procédé n’indique pas combien de tétraèdres, sur une même 
quadrique &, peuvent correspondre à une solution du système (39). 

Nous savons que le couple &, S étant quelconque, il existe 16 
points CL; dans chaque face du tétraèdre conjugué commun à §, Lil 
existe 4 points &, interchangeables par les homologies involutives qui 
ont pour pôle un sommet du tétraèdre conjugué et pour plan directeur 
la face opposée : de la sorte un tétraëdre de l'espèce étudiée ici 
s’échange par une telle homologie avec un autre. Modifions donc 
encore notre méthode; nous avons écrit 


D" 7 + sf 2s — ase — aay --22i— 2yt — ast—o 


L 


2=2B):+2B':57+92B"xry + 2Crt=o. 


Essayons une transformation 


(jo) e=22, y= 


assujettie à donner les nouvelles équations 


SS@zi+ by + 34+ d*t--abcys - 2caze 
-2abxry — 2adrt — xbdFt — 2cd3t, 
== 2ByYs + 2B’ iZ+ 2B'Zy +oCri, 


de sorte que le nouveau tétraédre de référence soit encore circonscrit 
Er da rAtag : : aa ; 

à X, d’arétes tangentes à S et contienne les génératrices z= y = 0, 
- eee v LS L Fy . : . . 
T—3—0 de X déjà en jeu. Il faut tenir compte de la condition 


43 y"2" £ o. On trouve sans peine les équations sui yy ne 
pe s équations suivantes ('), néces- 


ee 


') En faisant ce caleul it es ité 
(1) faisant ce caleul, it est bon de se rappeler que les quantités a, b, e, d se déter- 
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saires et suffisantes (a, a’, x”, «” forment un groupe de 4 inconnues 
homogènes; de même f, 8”, puis y”, y”; 2” est arbitraire) 
Ba’a"+ Bra’a + Baa’ + Cax"—o, 
: : Sale Gai 5 4 en cs By 
(4t) 4 oo" + aot ax —0, 


Bb" (a”— a—a’ a”) ota” Go) == 0, 


1" (on 2% a! a") No a") == 


On peut donc prendre 


(42) Si les CA Vale ous CAT = Le GUESS a”. 


En portant ces valeurs de 8”, y”, 3’, y’ dans la seconde équation (41), 
on trouve l’équation 


a" o(a+a+a")a"+ at+a— 0 


qui, tenu compte de œ'&"+ 4" + ax! = 0, donne 


oe! ou ON 9.0 a! ta", 


Remarquons que la première équation (41), si l’on en retranche le pro- 
duit B(œ/ «+ «a + aa’) qui est nul, devient en supprimant le facteur «, 
qui n’est pas nul, une équation de degré 1 seulement; on a finalement 
à résoudre l’un ou l’autre des systèmes 


œ'a"+o"o + ax —0, 


Pit Be" D Bree Com oo 0, 


(€1) \ mr / " 
Oe a5 
» | py a", y= 2, == 2; 
a! on! + aa + aa’ = 0, 
# (B'—B)a"+(B"— B)a’+ C(2a+ a+ a") —o, 
CA 


ov oa + ol æ”, 


Or 2 =f. ones ie 2a 2e a’. Pit OL. 


et chacun fournit deux tétraédres (le système e, fournit d'abord le 


mm 


minent de préférence par la considération des termes rectangles en +7,73, 2, plutôt 
que par les carrés x°, y?, ..., cela afin d'éviter l'extraction de la racine carrée d’une 


quantité (d’ailleurs carré exact), extraction qui laisse l'incertitude du signe. 
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tétraèdre de départ, puis un autre; le système e, en fournit deux 
autres). 

Pour le système (e, ) il se produit une particularité : si l’on n’a pas à 
la fois B’=B” = B—C, la seconde équation e, fournit, soit le pre- 
mier tétraèdre (a =a” =a"—B"=y"=0), soit «'—fB—B + C, 
æ'—B—$"—C, c'est-à-dire un second tétraèdre. Mais si l’on a 
3/—= 8" — B —C, cas prévu a priori, (racine double pour 4), on peut 
prendre «, «” arbitrairement, autrement dit le point æ—1, 


(43) .. ys+sr+ry=0, t—y—s=0 


suivant laquelle le cône C’, de sommet (0, 0, 0, 1) ou &, circonscrit 
à S, recoupe Z [qui a pour équations ici 


2B(y5 + 2x + ay) + 2Gx(t— y—5)=0]. 


Conformément aux prévisions, on a un cas particulier fournissant a ' 
tétraèdres de même sommet Œ, les sommets complémentaires étant 
variables, un sur G', un sur G", un sur Y; ce cas particulier exige deux 
relations a priori entre S et X, et en particulier que S et È soient bitan- 
gentes | 

Remarquons que si ce cas très particulier est réalisé, le système (e.) 
ne donne plus rien; car la seconde équation (e,) devient « = o qui est 
inacceptable. 


Analysons en détail le cas particulier qui vient d’être découvert; 
on a 


S=z+y'+st+tt—92ysz—23x —axy —axt— 9ylt—ast, 
(44) = 2B(ys + 52+ zy) +2Cx(t—y—s), 
oe : oe ne RE 
Site B-=(t- 2-9 —s)?+ BUT 3). 

L'équation (44) prouve que S et Z sont bitangentes, puisque, au 

second membre, nous avons une expression homogène en a et 
=e A : AT. 1 

t— y — 5; en l’égalant à zéro, on a les plans des deux coniques com- 


a 
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munes à Set & 
ete PA C/G 
t— — 5 = ae eee ea! PE 
ne 2: B am) nat: | 


Au cas même où C —B on a une conique de raccord. 

Traitons d’abord le cas du double contact; nous allons chercher les 
deux relations qui lient les racines de l’équation en À du fais- 
ceau SH AE —0o; si Ay, As, Ay, A, sont ces racines on a, puisque 
B+C—B'+C—B, 


et la forme (36) de A donne 


A= (AB — 2) [x C+ 21(B— C)— 41. 
Par suite 


I ia ES | C - I C? 


L’élimination de C est immédiate et donne 
I I 1 \? I 
(49) GE) eee 


Or avec les notations du paragraphe 3, a, b, c, d sont les 


I I I I ies DAES F . 
nombres =, Valk Paka WO On a donc trouvé ainsi, sans difficulté, le 
4 2 3 ; 4 


cas particulier ow S et X sont bitangentes et où chacun des points & pos- 
sédés par X (il y en a, cette fois, deux seulement) donne une infinité de 
tétraèdres dont deux arêtes sont les génératrices G', G” issues de CL; Cl est 
sommet commun à tous ces tétraèdres, et le plan G', G” supporte une face 
de tous ces tétraédres; un sommet variable est sur G', un autre sur G", un 
autre sur y. Le plan de la face opposée à & enveloppe un cône, et le sommet 
opposé à la face G'G” décrit la conique y. Ce dernier résultat a été 
déjà établi [formule (43)]; quant au plan opposé à &, il a pour équa- 
tion, avec les coordonnées de ce paragraphe 


(a! +- a") x + a"(a’+a")y + a'(a’+a")s—a’a"t=o 


ou, plus simplement, 


(46) (+ m}e+m(i+m)y + (r+ m)s - mo. 
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Le cone enveloppe a pour équation 


(47) (axty+s+t)—4(c+y)(2+5)=0 
et a pour sommet (1, —1, —T, 0). 

[Si l’on rapporte les quadriques S, = de cas spécial à un de leurs 
tétraèdres communs (qui sont ici en nombre infini) on peut écrire 


2 2 = 


S=r ++ st+ Co, 
SSv'*4+ 7? 4+6¢597+ dl =o 

et la condition entre c, d est 

(48) (a—e—d)?+ cd —o. 

Nous aurons besoin de cette relation plus tard.] 


Les résultats qui précèdent subsistent même si l’on a B=C, de 
sorte que l’on a une conique de raccord; on a dans ce cas 


S=2+ ++ —9yz:—925x—2xy —2xl—2yt—-951—0, 


X= 2(ys-+ xt) —=0, 


Tous les points de Z (sauf ceux qui sont sur la conique de raccord) 
sont interchangeables entre eux, S et È restant invariables, dans leur 
ensemble, par une homographie convenable (qui laisse même la pos- 
sibilité de laisser invariable un point de Ÿ, et c’est ce qui explique 
pourquoi chaque point de Ÿ en cas de tétraèdres non dégénérés, 
donne o! tétratdres). 


Nous écrivons ici si l’on prend un tétraèdre conjugué commun pour 
tétraédre de référence 


S= z* + y*+ SH C0, 
x? 


= Lt + y + Et — €, 

Nous avons remarqué qu’ayec un tétraèdre réel et des quadriques 
réelles, S doit être non réglée ; ici nous avons supposé 2 réglée; donc, 
pour être dans le cas réel que nous venons d’étudier, il suffit de rem- 
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placer = par zs et l’on a 


Ce cas sera analysé à part un peu plus loin. 

Revenons maintenant au casS, X quelconques: il y a sur Z 16 points CL; 
pour chacun d’eux nous avons manifesté l'existence de 4 tétraèdres 
inscrits dans Ÿ, d’arétes tangentes à X, deux de ces arêtes étant les 
génératrices G’ et G”. Il est facile de voir qu'il y a nécessairement pour 
compléter les 8 tétraédres (relatifs à tout point de £, donc aussi à CL), 
quatre autres tétratdres : deux ont pour aréte G’ et non G’, les deux 
autres G” et non G’; il n’est pas inutile de donner la démonstration 
(car il aurait pu se faire par exemple que les quatre tétraedres dont G’ 
et G” sont arêtes comptassent chacun pour deux). Il suffit de montrer 
que l’on peut, sans condition spéciale pour le couple S, £, réaliser ce 
cas «a priort. Ecrivons 


(>) wa 7? + 524 Ê— 8s — 252922) — 244 =92yt--251—=0, 
(2) 2B 33 + 2B sc + 2 B'xy + 2Cxt +2C'yt—o, 


x contient l’aréte 2 = y — 0 tangente à S; la seconde génératrice issue 
du sommet (0, 0, 0, 1) sur La pour équations (C et C’ sont tous deux 
non nuls) 3 
a! ER CRU 
(49) DÉS Cr Poe 


y 


et elle est tangente à S si l’on a 


(50) (B/— B’)C’= (B=’B’)G. 


On vérifie qu'il n'y a aucune relation entre les racines de l'équation 
en À relative au faisceau S + Ax (ceci est d’ailleurs prouvé par le 
calcul du paragraphe 11. 


6. Tétraèdres dont deux arètes opposées sont génératrices de 1. — 
Un faible effort d'imagination suffit pour envisager un tétraèdre T 
d’arétes tangentes à une quadrique S et une quadrique & admettant 
deux arétes opposées de ce tétraèdre comme génératrices. Un tel ay? 
teme (T, S, =) dépend de : «2 paramètres pour T, 3 pour S, 3 pour À, 
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soit 18 au total; mais le système (S, Z) seul ne dépend que de 17 para- 
mètres. Écrivons en effet 
S=x+ 724+ 3+ YU — ays — 237 — 22Y — 2x a ayt—ast=o, 
L=2Bys + aBisxe + 2C vt + 2C’yt=o, 


ZX contient les arêtes 7 =y =0, 3 =t=0. Ona 


S+AS=Ha'+ 724+ 324+ 4 2(AB—1) ys + 2(AB'— 1)s2 — azy 
+ 2(AC —1)xrt + 2(AC’—1)yt—- 2st 
=[2— y+ (AB’—1)5 + (AC —1)t]?+ 5?[2AB’— a°B?] 
+ #(2AC — 2?C?) + 2a[A(B + B’) — a) ys 
+ 2[A(C + C’) — 2] yt — 25t[d?B’/C — A(B'+C) + 2]. 


On a donc aisément A (a un facteur numérique près) 


A= 2[A(B-+ B’) —2][A(C + C’) — 2] [A? B/C — 4( B’+ C) +2] 
+ (2AB/— 2°B”) [A(C + C’) — 2}? 
+ (2A C’ — 4?C’*) [A(B + B’) — af 
—— (BC — B’C’)?)'+ 22°(BC — B/C’) (B+ C — B’-- C’) 
+ 4(B + C)(B'+ C’))?— 8(B+ B/+ C+ C’)A+ 16. 


Si l’on pose B+ C=s, B'+C—5s, BC=p, B'C'=p', on a, en 
appelant 
S,= A, + Ast Ay t Ay, Semhk to 


S,= A, A,Ag+e- ot, Si Are fre 
, __ 2(s — 38’) _ —4ss' 5 - 8(s+s') = — 16 
= = STATF SI Na Saree aE ET 
| gig x (p— Pp’ (p — p’)* (PP 


L’élimination de p — p’ fournit 
S7:S,=—(s—s')?:h, Sa SON se, Sys (Fri Te 
L’élimination de s et s’ fournit l'unique relation 
SL IS ARS 
Soient G,, G, les deux génératrices de Z qui portent les sommets 
du tétraédre ; si l'on considère l’homologie involutive qui a pour pôle 
l’un des sommets du tétraèdre conjugué commun et pour plan direc- 


teur la face opposée, cette homologie transforme G, en une généra- 
trice de même nature, tangente à S, arête d’un nouveau tétraèdre de 


La 
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la même espèce; en prenant successivement chaque sommet du 
tétraèdre conjugué, G, devient successivement l’une des quatre géné- 
ratrices de système opposé tangentes à S; d’après cela, il est clair 
que s’il existe pour S, Z un tétraèdre de l'espèce indiquée, il'en existe 
d’autres ayant pour une de leurs arêtes une quelconque des huit géné- 
ratrices de Z tangentes à S; mais une fois choisie cette génératrice, il 
faut choisir convenablement la génératrice (de même système) qui 
constitue l’arête opposée d’un de ces tétraèdres spéciaux. Dans le cas 
étudié il y a æ' tétraèdres pour un couple G,, G, associé : on peut 
prendre un sommet arbitrairement sur G,. 

On peut avoir un cas encore plus particulier : T, S étant donnés, on 
peut construire w' quadriques = contenant deux couples d’arétes 
opposées de T; un tel système (T, S, Z) dépend de 12+ 3 + 1 ou 16 
paramètres et comme il est clair qu'il y a, pour S, 2, un nombre fini de 
tels tétraèdres, le couple S, Z dépend de 16 paramètres. Il suffit 
d'utiliser les calculs qui précèdent en faisant B’/= C'— 0; on a alors 


A—— B?C?)¥+ 22: BC(B + C) — 8(B + C)À + 16 


et l’on trouve les deux relations entre les racines de A(A), S;,— 0, 
S?+ SiS,=0; on sait que la relation S,=o exprime qu’il existe 
oo! tétraèdres conjugués à S (ou Æ) et d’arétes tangentes à & (ou S). 


7. Étude des points (1,, &, ..., ,,. — Nous allons revenir au 
tétraèdre conjugué commun comme tétraèdre de référence; S et £ sont 
supposées quelconques. 

Les génératrices de Z tangentes à S se projettent, sur le plant =o, 
à partir du point (0, 0, 0, 1) suivant les tangentes communes aux deux 


coniques 
(51) az + by +c5—=0, 
(52) (a —d)u?+(b—d)yv?4+(e—d)#=0. 


L’une de ces tangentes a pour équation, dans le plant =0, 


(53) «Va(a—d)(b— ey+yVb(b = d)(c— a)+zVcete— d)(a—b)=0. 


Cette équation, dans l’espace, représente un plan tangent à & en un 
Ann. Ec. Norm., (3), LIT. — Fasc. 1. 4 
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point &, de coordonnées 


és. (a= d)(0- ©) to — d\(e—a@) Jie = d\ta b) 
(54) joa, \ oa (is eae Si À 0, 


En prenant toutes les déterminations des radicaux, on a au total 
4 points & dans le plan ¢ = 0; on aurait de même les autres, dans les 
plans 2 =o, ou y — 0, ou 3 =0. Le cone C' circonscrit à S à partir 
du point cl, donné par (54), a pour équation 


: . d{(b—c)(e—- a) (a— b) 
Cl = (t+ yt PB) ——_—_———©  ——— 
Fa abe 
| VE - db — 6) VE —d)(c—a) V— d)\(a =m" 
= W bs ————_- + a -- ——————————— ae: Uh 
a ; b c 
L'identité 
ne 2 by? Æ lt abcC! 
(99 ) ul HR OY + CS" + € — (b—r)te—a)ta 0) 
=| “Vya(a—d)(b—ec) ‘ 


+ yVb(b ~d)(¢ —a)+3VYe(e--d)(a— b) | (“a+ 0) + Ws) 
donne, par comparaison des termes en æ?, y’, 3°, les coefficients 


(b+e—a)(a—d) 


EE $3 
(e--a)(a 4 i) Ka # Cire} 

a 

ee (c+a—b)(b—d) 
i ate... oe = | 
(96) (a— b) (b= ei VAE <a) (0 d) 

b 

a (ay =) (ed) 
Vv = ——————— ———————————— 7 
(b — rea yf = 

) 2 

\ A= Mes, 


du plan de la conique y suivant laquelle C’ recoupe X. 

Nous avons vu qu'en général au point & correspondent 8 tétraédres 
dont nous avons précisé la nature. 

Nous avons signalé le cas particulier où il existe oo! tétraèdres dont 
les sommets nouveaux sont sur y; celle curconstance exige simplement 
que les coordonnées (u, +, 4, 0) données par (56) vérifient l'équation de 
la surface W et comme la relation ainsi obtenue ne contient plus de 
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radicaux, elle ne peut être vérifiée par l’un de ces quatre points sans être 
vérifiée par les autres. 

Cette relation est assez compliquée; elle est symétrique en a, b, c: 
il peut arriver que cette relation et la relation analogue relative au 
plan 3— 0 par exemple soient vérifiées simultanément; les trois rela-’ 
tions relatives aux plans t—0, 3 —0,y—o donnent trois équations 
homogènes en a, b, c, d. Il pourrait être intéressant de voir ce que 
leur ensemble donne et même de voir si les quatre équations simul- 
tanées pour les plans 2—0, y=0, 3—0,t—0 sont compatibles. 
Mais les calculs sont longs. 


8. Quadriques S, Ÿ bitangentes. — Quand S, Y sont bitangentes, 
écrivons leurs équations 
S= 24+ 774+ 248, 


+ 


j ay ana = + 0722, 


en remplacantc par y? et d parc” pour débarrasser l'écriture des signes 
de racine carrée. Les deux quadriques se touchent en deux points I, J 
de coordonnées (1, z, 0, 0), (1, — x, 0, o). Une des génératrices de X, 
issue de I, coupe une génératrice issue de J au point & (0, 0, 6, vy): 
les deux autres génératrices issues de I ou J respectivement se coupent 
au point analogue (0, o, 0, — Ty). Ici il n’y a que ces deux points, au 
lieu des 16 du cas précédent, comme intersection de deux génératrices 
de Ÿ tangentes à S. Si nous formons les équations fournissant les 
coordonnées (u,, 4, #1, 4,) d’un plan correspondant à Cl, nous 
trouvons les trois équations 


(40 +A, ty)? — 4(8 — hui oF wi + hi) So, 


[Nas 0 —"y*) m0 (2 = Oh, ry]? 
Carry = Ao? — *) [ (2 2) (0? 2 7 4-0?) + (0.0? +) + y+ Aj]. 
afte O(a LO + +O + OE LAH) 
= (ur, 0 thy) [C2 = de ha 0 + (a eve Py iy) =o. 


On remarque que ces trois équations, si l'on pose uw; +} = ¢”, sont 
homogènes et du second degré en ¢, s¥,, A, et en général entrainent 
o=sw,—=h,—=0. L’élimination du groupe u°+* est facile: car la 
première équation fournit le produit 4(¢*— y*) (#,-+;) que l’on 
3 
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remplace ensuîte dans les deux dernières. On trouve ainsi le système 


(5 y20'— 370? — ob + 3Y 0 — Ay + Ay?) a7 
+ 270[—d'+ dy — yt— d — 2+ A]ieh 
(58) + (+ dy — 3y2d'— y! + 3702 + 4o'+ 4o*) (th, P= 0, 
(— d— y2d?+ y + à — hy?) oF | 
+ 270(72?+ D — 3)iw, hs + (— yt — V0 + 4 + y? — 4) (th, } — 0. 


En général ce système entraîne bien À, = 0, w,—0, u, = + w:. 
Donc, en général, on ne trouve pour le point & que l’un ou l’autre des 
2 plans (1, €z, 0, o) qui sont les plans tangents le long de LI ou GJ 
au cône C’ de sommet & : on n’a donc que des tétraèdres dégénérés, dans 
ce cas de contact double, du moins en général. H 

Mais si le résultant des deux polynomes (58) est nul, les circons- 
tances changent; les deux équations (58) se réduisent alors à l’unique 
équation w,—Ah,; on adjoint à cette équation, la première équa- 
tion (57) et l’on a ainsi w' plans. Reste à former ce résultant : le 
calcul direct est pour ainsi dire impossible; nous allons mettre en 
évidence les divers facteurs de ce résultant. 

Nous avons trouvé directement, au paragraphe 5, la relation 
(1—c—d)+cd—o, qui en faisant e=y?, d=? devient 
(t— y?—¢?)? + "2 — 0; on a ainsi un facteur du résultant; nous 
avons reconnu directement que la face opposée à Ct enveloppe un cône 
et que les trois sommets complémentaires sont sur CLI, J et y res- 
pectivement. 

Si nous exprimons que le plan de la conique y touche la surface W, 
nous aurons un autre facteur du résultant (car, si le résultant ne 
s’annule pas, on n'obtient que les plans tangents à C’ le long de GI 
et AJ); d’ailleurs le plan de y a pour coordonnées (0, 0, À, 1) où A 
est la constante indiquée plus haut; or la première équation (57), si 
on remplace, w, par A et h, par 1, devient u?+ +? = B où B est une 
constante; comme uw, — +, = o est solution, B est nulle; donc la solu- 
tion générale pour (u,,¢,, 6,, hy) est (X, th, WA, 1) où À, sont des 
constantes et e— +1; le plan À(æ+eiy)+ u(As +1) =0 pivote 
alors autour de la tangente à y en I ou J (suivant le choix de e); la 
valeur A =o fournit le plan de y qui fournit 0! tétraèdres véritables: 
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mais Ao donne des tétraédres dégénérés, dont trois arêtes coin- 
cident avec LI (ou avec J). En effet un tel plan, supposé correspondre 
à I, coupe S suivant une conique c, = suivant une conique c’ et C 
suivant une conique c’; les trois coniques ont la méme tangente au 
point I et, d’autre part, c et c’ sont osculatrices; nous avons vu que les 
trois sommets à associer à CU sont trois points communs ac’ et c’, tels 
que les cordes correspondantes soient tangentes ac : ces trois cordes 
ici sont confondues avec la tangente en I à c, c’, c”. On détermine 
aisément le plan de y, a savoir 


ys[1+ 0% — y?] + td[1+ y — &] =o. 


En exprimant qu’il touche W on trouve la relation 


I— 2(y?+ 07) + y'— dy? + d— 0. 


Un autre facteur du résultant est (¢?— y?)’, où p est un certain 
entier; on constate en effet que, si l’on fait 8° — y”, les deux équa- 
tions (58) se réduisent a (s + th); le cas à’ = y? ne donne d'ailleurs 
rien pour le cas actuel (il correspond au cas de quadriques S, = ayant 
quatre génératrices communes, qui sera étudié à part; le point &, 
sommet du quadrilatère gauche commun aux deux quadriques, ne 
donne que des tétraèdres dégénérés). Le résultant est un polynome de 
degré 20 en 6 et y, ne contenant que les puissances paires de à ou de y, 
symétrique en 6” et y?; si R est ce résultant, on a 


(oo) ra Cp dt y 0°] 
Pe ea ey ee ee] Cor SP CO, V3, 


P(o?, y?) est un polynome P(u, «) symétrique en u, « de degré 6 — 2p. 
L’ensemble des termes de degré 20 dans R s’obtient en prenant le 
résultant des deux polynomes 
Oe oy OR ayo re À yt oy — 3770", 
ee ay yn ON A VOUS) ; Xa (yt y'o+ 4). 


Un peu de patience donne, pour ce résultant auxiliaire, 


(60) 16 (62° — 6y dti + 601 + 5ysd!? 
23 12 ÿ!° 010 + 2 y'*0" + 671* 05 — 6y'°0'+ We) 
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et l’on trouve aisément, en tenant compte de la forme (59), que le 
polynome (60) est 

(Go) 16 (0! — dy + v5) (+ 30°y?+ y) (9? — y)" (0° + y) 


Si maintenant on cherche l’ensemble des termes de plus bas degré 
de R, c’est le résultant des deux polynomes 


Ay? X? + 2YO(4X) + 40°, 
(9° + Ay?) t+ 20 (— 3X) al Yi — (CE 
résultant d’ailleurs rigoureusement égal à celui de 


4y7 XP 279(4X) + 40 = 4(y¥X4+- 9), 


dX?+2y9 X + 77S (0X +y):. 


On trouve ainsi 16(c?— y?)*; cela ne suffit pas tout à fait pour 
affirmer qu’on a p = 2; caril pourrait se faire que le polynome P(2?, y*) 
ne soit pas divisible par ©’ — y?, mais que l’ensemble des termes de 
plus haut degré et l’ensemble des termes de plus bas degré soient 
divisibles l’un par (c?— +*}°", l’autre par (2?— y*}*; en tous cas le 
calcul fait montre qu'on a 2p<4, p—2oup—1. 

Si l’on adopte p = 2, on a nécessairement 


P = 16| (9? + y) + A(d?4- y7) +1]. 
Or le calcul direct du résultant dans le cas y?=1 (quadriques S, = 


ayant une conique de raccord), calcul fait sur les polynomes, sans 
suppression de facteur, 


SIA (a — GJX + 83 78 
0X? 4- ag(n — 6?)N + (50— 50!) 
donne 
169%( 9? — 3) (62+ 1) (9° — 1)" 


(Ce résultat ne prouve pas non plus que p est égal à 2, mais le rend 
plus vraisemblable encore.) Done on a 


(9241) + NGO? hier = OS, Arme 
On a donc 


(01) R=[1 IS 0°) + yi— dty?4 0! | 
[t= 2 (HO?) + ye + 30 yt 8+) [St — yt] (a8 + yt — 12. 


+ mi 
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On constate que l'hypothèse + y — 1=o donne effectivement 
deux équations (57) ayant une racine commune (et une seule) 


; sy! 
NN ie 
th, Ô 
Arrivé à ce stade, on voit aisément que p — 1 (au lieu de p=2) ne 
serait pas admissible. Il reste donc à expliquer ce qui arrive pour le 
couple 


2 J? + re f= (1- fo) EE 


et le point &(0, », 5, cy). La première équation (57) donne, puisque 


WW, 0 + fr, Ly =0, le résultat 


u? + eo ++ ee + Re oO. 


Les plans (u,,6,,«1,, A, ) en nombre simplement infini qui corres- 
pondent à cv sont précisément les plans tangents menés de A à S; 
d’après ce qui a été dit pour les plans tangents communs a S et W, ces 
plans doivent être tangents à la développable constituée par les plans 
tangents à S aux points où elle est coupée par © : autrement dit le 
plan polaire 53 + 1ty =o de & par rapport à S doit coincider avec le 
plan de l’une des deux coniques communes à S et *; ces plans ont 
pour équation d'ensemble (1 — y?)s?+(1—<¢?)t? —o, c’est-à-dire 
23+ty"—o, de sorte que la vérification est immédiate. La 
conique c’ donnée par un tel plan est la génératrice de contact du 
plan (w,, ©, s,, A,) avec C’, comptée deux fois; M étant le peint de 
contact de ce plan et de S, la conique c” est une conique passant en M 
et ci, de sorte que les sécantes communes ac’ et c” sont : la corde 
CUM prise quatre fois, la tangente en M ac’, la tangente en A ac’; 
dans le cas général, on prend les trois cordes communes ac’ etc’ qui 
sont tangentes à c; ici on prendra &M deux fois et. la tangente 
en M ac’; la conique c se compose des deux génératrices de S issues 
de M. Finalement ce cas particulier donne bien x' tétraèdres mais ils 
sont dégénérés (deux sommets confondus en &, deux en M). 

La réalisation géométrique du cas correspondant au facteur 


D Op r0)-+y d'y — 0; où, s—2(c-+id) + € — cd + di =0, 


3 # 
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ou encore (1—c—d)*—3cd=o est facile à effectuer : en nous 
bornant au cas de quadriques réelles et de tétraèdres réels, nous rédui- 
sons le couple (T, S) à un tétraèdre régulier et la sphère tangente 
aux arêtes en leur milieu; Z est une quadrique de révolution circons- 
crite à T, ayant pour axe de révolution la hauteur issue de A par 
exemple; A donne manifestement æ' tétraèdres déduits de T par la 
révolution de T autour de la hauteur en jeu; et c’est un fait remar- 
quable que le second sommet de E situé sur l'axe de révolution donne 
lui aussi une infinité de tétraèdres (qui ne sont pas réguliers). 

La réalisation géométrique du cas correspondant au facteur 


1— 2(y?+ 0°?) +y'+ 3y70?+ d'=0 ou (1—c—d)?+cd=0 


est facile à effectuer en donnant l'interprétation géométrique des 
équations (44); supposons que T soit régulier, que S soit la sphère 
tangente aux arêtes en leur milieu; appelons A, B, C, D les sommets; 
B, y, à les milieux de AB, AC, AD; b, c, d ceux de CD, DB, BC; le 
plan Byé joue le rôle du plant—x—7—3—o, A celui du sommet 
(0,0,0,1); le plan æ=o est le plan ABC et le plant — y — 3 = o est 
le plan DBy; dans ces. conditions È est une quadrique quelconque du 
faisceau ponctuel déterminé par C’ comme première quadrique (cône 
circonscrit de A à S) et par l’ensemble des plans ABC, DBy comme 
seconde quadrique. Parmi les quadriques du faisceau E, il y en a une 
et une seule qui se raccorde à S le long d’une conique : le plan de 
cette conique est le conjugué harmonique du plan $y¢ par rapport à 
ABC et Dy; autrement dit, c’est le plan mené par fy parallèlement 
à AD, c’est-à-dire le plan BYbc. 


9. Quadriques ayant une conique de raccord. — Ce cas rentre dans 
celui qui précède : cette fois tous les points de sont équivalents, 
sauf ceux qui sont sur la conique de raccord. 

Une propriété importante est que la surface W se décompose en 


deux portions dont l’une est X : nous l'avons expliqué a priori. En 
écrivant 


hb, Sor 
(62) |< 
( Sat yt st f=, 
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ona 
(63) W = [du + 07 + 7) + h?] 
X [(4 — à) (u? + 9? + w?) + 3h21] = 


Les résultats du numéro précédent s’appliquent; ici, il suffit d'étudier 
le point (o, o, à, 7) pour être renseigné sur tous les points de X. On a 
les “ions (57), (58), (59) où il suffit de supposer y=1. En 
général, c’est-à-dire Bonet queleoniues on a des tétraèdres dégénérés : 
on trouve #, = h, = 0, u} ++} —0o de sorte que pour chaque point A 
de X, on ne trouve que deux plans tangents au cône C’ le long de l’une 
ou l’autre génératrice issue de A sur X: chacun de ces deux plans 
donne un tétraèdre impropre. 

Lerésultant(6r)ne donne plus ici que les solutions [6° =3; 6?=—1]. 
La première correspond (par homographie) à un tétraédre régulier T, 
à la sphere S tangente aux arêtes en leur milieu et à la sphère & 
circonscrite; les plans des faces sont tangentes à la sphère concen- 
trique aux deux premières et qui a pour rayon le tiers du rayon 
de & : c’est le second facteur du second membre de (63); ici 
L=2?+ y?+ 3°+ 32? et le second facteur de W est 


ui + ef + wit 3hizo. 
La seconde solution ¢? =—1 correspond à un cas qui a déjà été 
étudié au n° 5, puis à la fin du numéro précédent. Si on écrit 


2 pe 2 


2 


Il 


XL 0; 
ze 


n 
Il 


ko, 


les plans (u,, s,, w1,, k;) restent tangents à la quadrique ; mais on 
n’a pas mis en évidence les éléments possibles réels ; nous avons déjà 
indiqué un moyen de les manifester. Nous pouvons opérer autrement; 
nous pouvons, en échangeant les noms de x et £, écrire 


2= mp SP, 
S= P+ s+ El. 


puis nous pouvons remplacer ¢ par &, ce qui donne 
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On a (par homographie) une sphère réelle S et un hyperboloide E à 
une nappe d’axe Oz, engendré par la révolution autour de Ox d'une 
hyperbole équilatère, dont O est le centre, Ox l'axe, le demi-axe 
transverse ayant pour valeur le rayon de la sphère S. Si nous prenons 
un point À quelconque de E et les deux génératrices G', G" quien partent, 
le plan (G', G’) coupe S suivant un cercle tangent à G' et G"; nous menons 
à ce cercle une tangente quelconque recoupant G' en Bet G" enC; les deux 
génératrices nouvelles issues de B et C se recoupent en D : la droite AD est 
tangente aS. St A reste fixe, le plan BCD reste tangent à un cône de 
révolution; st le plan BCD reste fixe, le point A décrit une conique 
(BC est alors une tangente variable a la section de S par ce plan fixe). 

Les tétraèdres obtenus rentrent, comme cas particuliers, dans ceux 
étudiés à la fin du n° 6 : tétraèdres dont deux couples d’arétes opposées 
sont génératrices de &. 

Remarquons d’ailleurs que le problème étudié dans ce Mémoire 
conduit par polarité relative à S au problème suivant : tétraèdre 
d’arétes tangentes à S, circonscrit à une quadrique ©’. Or si un 
tétraèdre a deux couples d’arétes opposées constitués par des généra- 
trices de X, il est à la fois inscrit et circonserit à &. 

Dans le cas particulier qui vient d’être signalé [ formules (64)] on 
remarque que & et Ÿ’ coincident. 

Il n'y a pas d'autre cas particulier ici puisque le facteur 5° + y?—1 
se réduit pour y?=1 à ©? (où du moins nous serions amené à parler 
du cas où X dégénère en un cône). 

10. Quadriques S, Ÿ ayant quatre génératrices communes. — 
Écrivons 


UE PS Se tao, 


un 
| 


ax =. 7° + >? = re ( 524 t?) = ©. 
On vérifie sans peine que 
W = [27 (08+ 9? + tt At) + ut ote yt (ont + h*)] 
X [ay ct tee D?) — a? pt — fire l= 0. 


Les deux quadriques, en lesquelles W se décompose, appartiennent 
au faisceau (tangentiel et ponctuel simultanément) déterminé parS et 
par la polaire réciproque de © vis-à-vis de S. En tenant compte de 
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la transformation homographique (r, y, =, t; æcosa — ysina, 
æSinx + y cosa, 3 cos3 — ¢sin$, zsin3 + ¢cos3) qui ne change ni = 
ni S, on peut se borner à considérer le point (yz, 0, 1,0) de &; de la 
sorte, il n’y aucun point exceptionnel ni aucun plan exceptionnel. 
Nous prenons donc 


He ir ais a Ore sy = : b= 0, 
(65) a2 Iv 
| HE = 1 (a? + h?). 
i+ 27 


La seconde et troisième équation du système (E, ) obtenu au para- 
graphe 3 donnent, 


‘i # + ” 
; REA > à : 
| MT ML ETUIS CE (nt hi), 
27 
ee | 41 2. 
Roma te vie (mi). 


La comparaison de ces deux équations permet d'écrire 


(67) (P+ y+ 77) (a ty +) —e(ouiy + 2H,) (es rx) 


et l’on constate que la dernière équation (E,) se réduit précisément à 
cette équation, pourvu que ¢ soit pris égal à +1. 

On a (en prenant à volonté les signes des radicaux), le résultat final 

URL EE a 1=2y 2% 

(68) ! Lie seas ’ ! \ i UE, 


3 


i “6 == 7 ER it ‘ h, — ve \ 1 ae 2Y ae ee 


soit quatre plans; changeant ensuite y de signe, ce qui revient à con- 
sidérer la seconde quadrique, complétant W, quatre nouveaux plans. 

On s’apercoit aussitôt que si l’on suppose y réel et si l’on remplace x 
par zx, on a des quadriques réelles et des tétraèdres réels si y? est 
plus petit que 3 — 2 V2 (ou si l’on veut|y!< V2—1);les génératrices 
communes à S et & sont imaginaires, puisque S est quadrique non 
réglée, quand T est réel. 


{1. Indications sur un cas spécial relatif à deux quadriques S, 2 
tangentes en un seul point. — Nous avons déclaré que nous n’étudierions 
pas les cas spéciaux où les quadriques n’ont pas de tétraédre conju- 
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gué commun (contact unique; intersection comprenant une cubique 
gauche; intersection formée d’une conique et de deux génératrices ; 
intersection formée d’une droite de raccord et dedeux génératrices). 

Pourtant nous allons être amené à parler du cas d’un contact unique 
en utilisant, comme au paragraphe 5, un tétraèdre T possédant les 
propriétés suivantes : un sommet est un point A, de = où se croisent 
deux génératrices de Z tangentes à S et une aréte est une des deux 
génératrices en jeu; un tel tétraèdre a été considéré en fin du para- 
graphe 5; ici nous désirons trouver un cas de figure où il existe oo! 
tétraèdres de cette espèce. L’équation (50) permet d'écrire avec une 
indéterminée p 

B/= B"+ oC, B= B’+ oC’ 


et nous avons ainsi 


S=24+ y?4+3°4+ et —- ays — 254% —2ry —2r7t—2yt—ast=o, 


6 
(69) | Z=2(y73+3x+zxy)+2(Cx+C'y)(t+ps), 

x contient l’aréte x = y =o de T; la seconde génératrice issue du 
point A (0, 0, 0, 1) est la droite 


LT EAP he OU 26) 
Fe O aes PET ee > 


4 


tangente à S. Nous cherchons une substitution homographique 


te e+ Fy, 
yoo G+ Bly, 


3 — a e+ 6" ¥ = Fe = 
tins An tea 3 EN 
t=a™e+ By + y": + 076, 


qui n’altére pas la forme des équations (69) (c'est-à-dire remplace S 
par 
Nate... AM 2 A Aya... 2 ATA"L), 


Nous avons pour inconnues les rapports mutuels des quatre a, 
ceux des quatre B, le rapport y”: y’, donc 7 inconnues; de plus 


far ! ANT bi a = 
(a3'— Ba") y’o” ne doit pas être nul. On trouve aisément, tenant 
compte de &, 
(Go + C’a’) (a+ pa")= 0, 
(CB Re C'B') (B"+ eB") =o 
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et comme on ne peut avoir Ca + C’a’= 0, C8 + C’8’=o0, car niC ni C’ 3 
ne sont nuls et, d’autre part, «3/ — Ba’=4 0, on prendra 


(72) a” + pa"— 0, B°+ pB"—o. 
On trouve ensuite les équations complémentaires 


aa" + a" a + ax/— 0, B'B"+ B'6 + BB'— 0, 
7" B"(1 + p)=y"[B + B’+ B+ p)], 
yla"(1+ p)=y"[at+a’+a(i+p)], 


arte B à + pre. 6") sr a[B na! B"] BN. dis B"] gs ante? B"] Le à 


Les équations (73) ne contiennent plus que les inconnues «, a’, «”, 
8, 8’, B’, y’, y’ (en nombre effectif 5, en tenant compte des homogé- 
néités déjà signalées). On voit qu'en général (') on n'obtient que le 
tétraèdre de départ et un autre. Mais si p = — 1, il y a deux équations, 
celles de la seconde et de la troisième ligne, qui se réduisent à une 
seule, à savoir y” =o. On a alors 


(73) 


1 ala" + x«"x + ax'— 0, B'B"+ B"6 + BB'—o, 
(74) Y"— 0, 
afp + a’ 8’ — BN (a + a!) — a"(B + B') =o. 
On a finalement quatre inconnues à : a: « et 8 : 6’: B’liées seulement 
par trois équations. 
Remarquons que, si ¢ est quelconque, on a 
(75) S+e2el=(t—x-—y—s)2+2(Cx+C'y)(t+ ps), 


et ceci prouve que le discriminant de S + 22 admet la racine A = 2; 
Je second membre de (75), égalé à zéro, représente un cône véritable 
[sauf si l’on a C=C’, p——1 auquel cas l'équation S++ 22-=o 
représente deux plans, mais l’équation & =o représente dans ce cas 
un cone, car on a alors 


aL=(et+y){[4s+4C(t—s)+2+y]—(x—y)*]. 


(*) Ce résultat, comparé avec la fin du paragraphe 5, donne la conclusion suivante : 
le système (T, S, 2) dépend de 18 paramètres et le couple S, = ne donne qu'un nombre 
fini de tétraèdres T; donc (S, 2) dépend de 18 paramètres. Mais si p =—1, le système 
(T, S, =) dépend de 17 paramètres et le couple S, £ donne +! tétraèdres : done (S, 2) 
dépend de 16 paramètres. 
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Nous écartons le cas C=C’; nous supposons ¢ =—t1, de sorte que 
le cône représenté par S+225=o0 a pour son sommet (0,0, I, 1) 
situé sur l’aréte a= y =o de T; S et X& sont tangentes en ce point; 
pour le point A(0, 0, 0, 1), le cône C’ recoupe = suivant une conique y 
et suivant deux génératrices G’ et G”, G’ étant l’arête z= y =o et 
moyennant les hypothèses faites, 71 y a une infinité de tétraèdres 
associés à A; un sommet décrit G', les deux autres décrivent la conique À. 

Nous écrivons (avec c =—1) 

S+Azd=[t4+ (AC —1) x24. (4C'— 1) 9° — 5]? 
+ (2AC — 2?C?) 2? = 2(2C’ — ##C") y? 
+ 2(A— 2)95 + 2(A — 2)sx 4+ 2[—27CC’+ A(C + C’+ 1) — 2] 


Le discriminant de S + AZ est égal a 
(A — 2)? [22(C — C’)?+ 2A — 4]. 


Il y a donc quatre racines telles que 


y=? JR — ? = 
== Mai 2 A. + A, oF À. = = TEE 
A, 2 ? 4 4 (GC 374 (CC): 
Ona 
: Aged 4 
(706) eee me hye Re 


Donc pour deux quadriques S, À tangentes entre elles en un point 
unique, telles que la relation (76) ait lieu entre la racine double À, 
et les racines simples A;, A,, il y a pour le point A qui a été étudié 
une infinité de tétraèdres de cette espèce. 

Chose curieuse, si l’on suppose maintenant que les deux quadriques 
deviennent tangentes en un autre point, la relation (75) subsistant, 
on arrive au cas 


(S) ea ya” Bt SO) 
(2) ol ets it ad le et Seen 
avec 


RE ee ioe = LL I 
re Oe (ca A= i).51, i — ) = x): 


mais alors les tétraddres de l'espèce étudiée sont devenus dégénérés. 
C'est cette considération qui nous a fait découvrir le facteur +0 —1 
du résultant de deux polynomes (58). 
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I. — Introduction. 


Le présent Mémoire pourrait porter comme sous-titre, avec quelque 
paradoxe, « de l’inutilité des fonctions de Green ». Et cependant nous 
avons consacré un précédent travail à l’emploi de celles-ci dans les 
problèmes aux limites relatifs à une équation du type elliptique 
(Journal de Math., 1930, p. 1 à 80). D'autre part, dans une Note anté- 
rieure des Comptes rendus (t. 182, 1926, p. 36), nous avions déjà 
indiqué comment ces problèmes peuvent être résolus sans fonctions. 
de Green. 

Ces deux méthodes (avec ou sans fonction de Green), qui ne néces- 
sitent l’une et l’autre que la résolution d’une seule équation de Fredholm 
pour des conditions aux limites linéaires, s’opposent-elles ? En réalité 
il n’en est rien, et nous l'avons déjà signalé dans notre Mémoire 
(p- 65), ainsi que dans une autre Note des Comptes rendus (t. 188, 
1929, p. 1652). Nous allons tout d’abord revenir sur ce point et, dans 
cette introduction, préciser la méthode relative à une équation linéaire 
du type elliptique : elle s’étendra d’elle-méme aux systèmes. 

Un second Chapitre (voir le sommaire ci-dessus) concernera les 
intégrales qui permettront la mise en équation des problèmes aux 
limites et la formation de la fonction de frontière figurant dans la 
quasi-fonction de Green. Nous y ajouterons quelques propriétés com- 
plémentaires en vue de travaux ultérieurs. 

Enfin les chapitres suivants seront consacrés aux systèmes à n fonc- 
tions inconnues et m variables. Notons que le problème de Dirichlet 
et les problèmes mixtes linéaires sémples (c'est-à-dire ceux où chacune 
des n conditions aux limites ne contient qu’une inconnue) sont 


ramenés à la résolution d'une seule équation de Fredholm dans un 
domaine multiple ('). 


eee — 


(') Les principaux de ces résultats ont été publiés dans les Comptes rendus, 1. 193, 
1931, p. 693, et L. 197, 1933, p. 2y6. Enfin on consultera avec fruit les beaux travaux 
de M. Giraud dans le Journal de Math., les Annales de l'Éc. Norm., le Bulletin des Se. 
math, le Bulletin de la Soc. math, de France à partir de 1926. 
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1. Deux méthodes se ramenant l'une à l'autre. Problème de Diri- 
chlet ('). — Soit l'équation linéaire du type elliptique à m variables 
re ces don 
(E) Fous si} belts + 1b; — de ie ot (aij= aj) 

Ox; Ox; Ox; Gi fils 
les coefficients a,;, b;, c, f étant fonctions du point P (x;) dans une 
région R de l’espace E,, à m dimensions et la forme Xa,;X;X, étant 
définie positive et de discriminant égal à un. Nous envisageons tout 
d’abord le problème de Dirichlet relatif à un domaine ouvert et borné D, 
de frontière S, situé dans @. 

Rappelons ici la formule fondamentale qu’on obtient, dans le cas 
où Fu = o admet une adjointe F, + = 0, en intégrant ¢Fu — uF, ¢ a6 
dans D+S: si P est intérieur à D, cette formule s’écrit (Mémoire 
cité, p. 8). 


Ov da;; 
<a aN ro lbs ; 
(11) (m nou f [—05 7 0 ON us 2(b+ 3 jet) a | ds 


Ex 


o,, étant l'aire de la sphère unitaire dans E,,, N la conormale intérieure (?) 
aS (appelée aussi transversale), (x;)les cosinus directeurs de la normale 
intérieure, dS et dw les éléments respectifs de S et de D. Quant ap, c’est 
une solution de F, » =o qui, si II(€;) est le point courant et A;;le mineur 
de a;;, se comporte, quand II vient en P et pour m>2, comme 


[ZA,(P)(a:—&:)(a;—§;)] * (et a d’ailleurs cette expression si 
les a;; sont constants et les b;, c nuls) : c’est la solution élémentaire, 


(1) Ce numéro et le suivant ont pour objet de montrer comment les fonctions de Green 
se rattachent au point de vue du présent Mémoire : dans ce but nous rappelons certains 
résultats antérieurs, mais ceux-ci (à part la formule fondamentale, d’ailleurs classique ) 
n’interviendront pas dans la suite, qui constituera un exposé complètement indépendant. 

(2) C’est la direction conjuguée (prise intérieurement à D) du plan tangent par rapport 
au cône des directions caractéristiques (Za;; X;X; = 0) au point de S envisagé : on pose 

du I du OW 


eed oe Rise avec W—Ea;;a;a;. 


ON 2 : OX; da; 


ve s’écrit aussi > ai ey ep » et nous l’appellerons dérivée conormale. Dans le pré- 
ij 
sent Mémoire la normale et la conormale seront toujours prises intérieurement. 


Ann. Ec. Norm., (3), LU. — Fase. 1. 6 
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2—m 


dite encore fondamentale, se réduisant au potentiel spatial | PIT 
quand les a;; sont égaux à 1 pour7==/ et à o pour i] (c'est-à-dire 
quand les «;; forment une matrice unité). 

Si « est astreinte de plus à s’annuler quand IT vient sur S, on 
l'appelle alors fonction de Green Gil, et (1,) devient 


0G} Me IT 
— 0)onup= | ——UydSy— | Gp fr dott. 
(12) (m ) mn Up Le x dy } p Jt dot 


formule qui donne la solution du problème de Dirichlet : calculer ven P 
connaissant ses valeurs en chaque point Mde S. La méthode employée 
prouve d’ailleurs l’unicité de cette solution. 

Ce qui précède nécessite l’existence de l’adjointe. Or, au moyen de 
(1,)on montre que G, solution de F, = 0 relativement à II, est aussi 
solution de F— o relativement à P et s'annule si P est sur S. On peut 
donc se proposer de former G comme solution de F = o par rapport à P, 
sans qu’il y ait nécessairement une équation adjointe, et envisager la 
fonction uw, donnée par (1,) : on établit ensuite qu'elle est bien solu- 
tion de (E) et prend les valeurs données sur S. 

Comment obtenir effectivement G? On commence par former d’une 
facon très simple (en utilisant la fonction de frontière) une fonction 
auxiliaire VI! qui n’est autre qu'une quasi-fonction de Green : nous 
entendons par là qu'elle satisfait aux mêmes conditions que G, quand P 
vient en IT ou sur S, et que F, Vi}, c’est-à-dire l'opération F faite sur V 
relativement à P, admet pour PII = o un pôle d'ordre moindre que m. 

Posons alors 
Ci) = \ [l +f Veo! doy. 

D 

En écrivant que G satisfait à F,— o on trouve, par application de la 

formule de Poisson généralisée, 


r(” ) 
——1 
(I, ) ol! <= rf Fp ve. œil dog + q Ep i avec q — = ae — ANB 47) 
L (Ne 2G, Le 
AT? 


ayant ici la valeur un. Ceci montre que ©! est La résolvante du noyau 
> II 8 ; : . 5 a < 
AP \s pour À 1: la résolution du problème de Dirichlet se ramène 
donc au calcul de cette résolvante | pour »m—2,q=(27): i 
Voyons maintenant la seconde méthode, faisant intervenir seulement 
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la quasi-fonction de Green. Nous mettrons la solution cherchée sous 
la forme 


(1;) Up = 1 (Bou dog + Xp 
D 


7. étant une fonction de P prenant sur S les valeurs données : il en est 
de même de u, car l’intégrale du second membre s’y annule. En écri- 
vant que w est solution de (E), on trouve que ¢ vérifie l’équation de 
Fredholm 


(1,) ons f qFoV8.g9 dary + py — fr 
De; 


et la résolution de cette équation se ramène, ici encore, au calcul de 
la résolvante du noyau qF, V$. 

Mais il y a plus : placons If en M sur S et dérivons (1,) par rapport 
à N, : nous obtenons, en supposant, ainsi que dans ce qui suit, que 
les opérations effectuées soient AUS 


Gp Q 
(1;) an = Ra [RS ON, DE 


PAU . 
Portant dans (1,) les valeurs de Gl et de ‘eat fournies par (1,) et 


INx 


(1;), nous constatons immédiatement que w, a la forme (1;) en posant 


OOP OV? + 
(1x) Op — Eire ds f OF fu dwt — Jr. = If ox: uy d3y.- 


Il nous reste à montrer ques o vérifie (1,). Or si, dans l'expression 
(1,) de 9, nous remplacons ol! par’sa valeur (1,), avec À =1, et 


oor f poet OV} 
if Fp 
ONmu pice D 4 ONy | 


OM) ! 
4 [rev p dog sf se uy dSy aia Ju doi fe] 
Nu b 


Ove 
ot PON dSi— fr; 


il vient 


ce qui n’est autre que l'équation (1,) où 5 et 7 ont les valeurs (1, ). 
Nous sommes ainsi conduits à constater que l'intégrale 7 donnée par 
4 


4 4 MAURICE GEVREY. 


(1,) prend sur S les valeurs données, ce que nous montrerons directe- 
ment plus loin (n° 7). 

Nos deux procédés se raménent donc bien à un.seul, mais le second 
peut comporter un choix de la fonction y plus avantageux, par exemple 
si u doit coincider sur S avec une fonction Ÿ deux fois dérivable en 
(x;) ou plus généralement telle qu’en posant y =  l’équation (14) soit 
résoluble. 


2. Problèmes mixtes. — Le problème de Dirichlet est un cas parti- 
culier des problèmes aux limites linéaires dans lesquels la condition 
donnée en chaque point M de S est (') 


{2,) H— +Ku=L (H, K, L fonctions de M). 


A chacun de ces problémes correspond une fonction de Green. Pour 
K =o et H=1, nous avons affaire au problème de Neumann qui donne 
lieu à des considérations analogues aux précédentes. Ici la fonction GH 
(appelée aussi fonction de Neumann) doit être une solution de F, =o 
par rapport à II (toujours avec la même singularité pour PII =o) telle 


que vn s’annule quand IT vient sur S. D’ou, d'après (1,), 
0 
(2:) ue q | ETE dSs— 4 f GP fn dun. 
s es D 


Ici encore G est solution de Fo en P et peut se calculer à l’aide 
d'une quasi-fonction de Green Vi ayant sa dérivée conormale nulle 
quand P est sur S : G est donnée par (1,} et (1,) où V désigne cette 
nouvelle fonction auxiliaire. 

Si maintenant nous employons la seconde méthode pour résoudre le 
problème de Neumann, 7 désignera dans (1,) une fonction telle 


LOT, . RUE : 
que oA = L sur Set nous aboutirons ainsi à une nouvelle équa- 


tion (1,). Pour retrouver celle-ci en partant de (2,), il suffit de rem- 


RS SC ee 


(') Ce problème (avec H = 1) s'appelle aussi problème de Neumann généralisé. D'autre 
part, nous avons étudié dans le plan le cas où la condition aux limites contient la 
dérivée tangentielle (Journ. de Math., 1930, p. 75). Voir les recherches de M. Giraud 
(basées sur une autre méthode) dans le cas de m variables. 
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placer G par son expression (1,) et de poser 


à. m Ou II ou 
(23) ma f OF ds fat Ju doy — fr, ee af VE ne ONx 


® est donnée par (1,) : substituant dans 9, donnée par (2, ), on retrouve 
encore l'équation (1,). Nous sommes ainsi conduits à prendre ici 
comme fonction x celle qui est fournie par (2;). 

Le cas général de la condition aux limites (2,) se ramène au pro- 
blème de Neumann par un changement de fonction inconnue. Posons 


5 Ku) S. 
AN le : 


(2) uve avec 


; dv L 
(2,) devient KR = Fe 


Neumann : il suffira donc de poser 


K 
Sp == af (ii) dSy. 
¢ H /" 


Bien entendu, ce que nous venons d’exposer n’est légitime que sous 
les conditions (frontière et coefficients) rendant valables les opérations 
effectuées dans nos calculs. Nous examinerons ces points plus loin, 
ainsi que les questions d’unicité. 

L'identité des deux points de vue est donc établie, mais la seconde 
méthode a sur la première l’avantage de se généraliser immédiatement 
pour les systèmes de n équations de la forme 


d'u du, 
Whe ee NE Dé Rte Eh = ft 
(2°) “ij Vij Ox; Ox; Li ii OX; =hChU I 


~* et la détermination de ¢ est un problème de 


avec 7, /=1,...,m3h, k=1,...,n(lindice supérieur k étant relatif 
à l’équation de rang #). A chaque équation (2;) correspondra une 
fonction auxiliaire V' qu’on substituera dans (1,), ce qui donnera, 
pour chaque valeur de 4, une expression de uw, à l’aide d’une fonction 
inconnue 9,; en écrivant ensuite que les wu, vérifient le système (2;) on 
aura n équations de Fredholm pour déterminer les 9,[¢/. (9, ) et (93 )]- 

Cette méthode étant l’extension toute naturelle de celle qui concerne 
une seule équation, nous allons reprendre directement la résolution 
des problèmes aux limites par le second procédé pour l'équation (E). 
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Nous établirons tous les résultats dont nous avons besoin sans qu'il 
soit nécessaire pour le lecteur de se reporter à notre précédent 
Mémoire. Nous emploierons une exposition plus synthétique, qui 
nous permettra de préciser et de compléter nos résultats antérieurs. 


II. — Étude de certaines intégrales. 


3. Potentiels généralisés : conditions d'existence des dérivées 
secondes et formule de Poisson. — Dans ce qui suit nous emploierons 
la notation [les coordonnées de P étant (2;) | : 


d'u 


Ox; Ox; 


Opu = Xa;(P) 


(l'indice P peut être supprimé quand toute confusion est impos- 
sible); nous ferons d’ailleurs plus loin une extension de ce symbole. 
A;; étant le mineur de a;;, nous poserons aussi, P et II étant les points 
déjà envisagés au n° | (avec PIT — r), 

(3) Sal, TI) = SAM) (2-2) (27-2), (Pl, I= Sy * 


? 


r 


en remarquant qu’ona’zCr*s,< pu, À et 1 étant fixes, car on peut 
toujours choisir À assez petit et u. assez grand pour que 3,— Àr* 
et ur? — 5, soient constamment positifs. D'où 


(3:) Su(P, Il) = Pil Ly(P, II), 

L, étant une fonction positive continue de M, P, II, sauf peut-étre 

pour PI —0, et comprise entre À et vu. Pour m= 2, wy= £85;. 
Lorsque les a;; sont constants, sv estla solution élémentaire de Mu —o 

et l'on passe de ce cas à celui des fonctions harmoniques par une 

du 


ij Ox;0x; 

Ea;, pate respectivement en La” SRE (5 ) et la con l 
! dxi Ox; A ve Pi dx! ORM Aas 
normale. Si maintenant les aj; ne sont pas constants, on peut supposer 
que, dans la transformation précédente, les coefficients ont les valeurs 
constantes correspondant aux valeurs prises par les a;; en un point O 
déterminé, qu’on peut d’ailleurs choisir comme origine : alors, dans 


la nouvelle équation obtenue, Mu devient Au, mais en O seulement 


substitution linéaire x, — &, 3x, qui transforme ZA;;æ;x,, La 
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[les a;;(0) devenant égaux à 1 pourz—j et à o pour 14 /], 


et ©, (P, IT) devient Pll’, P’ et I correspondant a P et II. 

Nous désignerons par (T) la transformation ainsi définie en O : le 
module de cette substitution est égal à un, puisque le déterminant des 
dérivées secondes dans (E) a la valeur un avant comme après. 

Envisageons la fonction wn(P, IL) : si les 4;; dépendent de P, elle 
n’est pas solution de F, = 0, mais en écrivant les termes du second 


ordre sous la forme 
PTT 2 OWT 


(3;) Op wy = La;;( Il) a + Z[aij(P) — a;(11)] Enr 
le premier terme est nul ‘et le second présente pour PII =o un pôle 
d'ordre < m, et il en est de même pour F,1: RE, Tr 
tend vers zéro avec PII. C’est ce que nous exprimons en disant 
que y (P, IL) est quasi-solution élémentaire. 

Rappelons maintenant la formule de Poisson ('): 


0? M | 
à Ie f PO Et py dwg= — (nm — 2) ompp 
ivy 


avec les notations du n° 1. Que devient-elle quand | PQ |?~” est remplacé 
par #,(P, Q) et que nous effectuons sur l'intégrale l’opération F? Le 
problème qui se pose alors est l’étude des dérivées premières et 
secondes du potentiel spatial généralisé 


Le ie a ° 
Ge) = f % > (P, Qhpodoo =4; We(P, O)pg dor. 
D D 


Les dérivées premières se calculent par la formule de Leibniz (*). 
Avant de passer aux dérivées secondes faisons une remarque prélimi- 
naire sur l'accroissement d’une dérivée quelconque sy’, d’ordre p, 
de sr, (P, IL) prise par rapport aux æ;: d’après (3,) ona 
(3) =| PIL AH LY’ [ LY’ borné]. 


(*) Nous désignerons, dans ce numéro. par Q le point courant d'inlégratioa dans D. 
(2) Une des façons de le voir est d'envisager l'intégrale ainsi obtenue par dérivation 
sous le signe uf (par rapport à .r;) étendue au domaine D — 7, y élant un exlindre de 
rayon <, d'axe parallèle à Or; et passant par P : cette intégrale converge uniformément 
quand < tend vers zéro, quel que soit P sur l'axe de y, et ceci établit la légitimité de 
l'opération (Journ, Math., 1930, p. 33). 
L 
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Nous désignerons dans ce qui suit par la notation générale (K) tout 
coef ficient borné dans un domaine de R et pouvant dépendre des coef fi- 
cients de (E). On a alors ; 


(3;) joy? (P, Ml) — wy? (P, Il) | A (K) Aa| PI [e—m—P, 


Aa désignant une borne supérieure des modules d’accroissement 
des a;; quand on passe de M à M’. Il suffit, pour le voir, de remar- 


mt 
<a T4 

quer que #4’ a la forme d’un quotient = ~ (avec = Sy” et u poly- 
¢Au—udAp 


nome en æ;,— €; de degré p) dont l'accroissement est Tray : Au 


_et Av s’évaluent par la formule des accroissements finis appliquée a u 


et » considérés comme fonctions des a;;, avec | AA;;|< (K) Aa. On 
trouve ainsi un dénominateur de l’ordre de | PH |?"~***” et un numé- 
rateur d’ordre m— 2 + 3 p en (x; —Ë;), dont lalimitation contient Aa 
en facteur. D’où se déduit la formule (3,). 

Nous allons maintenant faire la convention suivante : nous settee 
rons par Pp et +, les fonctions er et wp (P, Q) figurant après un sym- 
bole de dérivation ou d’accroissement par rapport à P, toutes les fois 
que nous considérerons les A;;(P) comme des constantes dans ces déri- 
vations ou ces accroissements. En d’autres termes, nous aurons par 


exemple 
Op [A wy(P. Q) 
Ox; Ox; a Ox; Ox; Pie 


ceci signifiant que nous dérivons w,(P,Q) par rapport au point P et 
qu’ensuite nous plaçons M en P. 

Cela posé, calculons -—— RE oP re - Supposons d’abord les a;;, A;; et p cons- 
tants : l'équation Qu = 0 (identique à son adjointe) admet alors w 
comme solution élémentaire et la fonction #*— = ft vérifie Qu =o. 
D'où, d’après (1,) avec u=u*, v=, f—=p, 


di 
eut 
7 as 


m= fw(P, Q ))p dog—= — (m — 2) enti [RE im — w(P, M) Sy) Sn 
s M M 


Le second membre étant indéfiniment dérivable en tout point P de D, 
il en est de même de & dans ce cas particulier; de plus, la dernière inté- 
grale étant solution de @,u = 0, on a ®,5 = — (m— 2)omp. 
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Passons maintenant au cas général des Aj; et 9 fonctions continues 
de P. Soit Z la sphère de centre P et de rayon 2|Ax,|: la dérivée 
existera si l’expression 


Ow OWp 
(37) «pr Ga J, Fedo tim | af (SE po— 5 L pe) ding 
Ow Op — 
ya a(S pers Le) an | 
a un sens quand Az; tend vers zéro [nous supprimons, pour simplifier 
l'écriture, les parenthèses (P,Q) après les w]. Nous venons de 
démontrer l'existence du premier terme; avant d'étudier les deux autres 


faisons une remarque générale. Posons [toujours avec les notations 
de (3,), sauf le changement de II en Q |: 


rw 
Ox; 0x; 


(33) H”= wy? (P, Q) pm — w¥?(P, Dea) (ow pu) + Ce — eat! | pm, 


les w”) étant les w elles-mêmes pour p — 0. On a, en utilisant (3,), 
(3%) [HN |< [(K)y + (K) Aa] 


avec | Py — pm | <n. 
Or la seconde intégrale de (3,) est du type fade avec M'enQ, 


M en P et |c¢g—¢,|< y;/H' est <[(K)1 + (K)Aa]|PQ|' =m. Vanie= 
grale est limitée par [(K)n +(K)Aqa]|Aa,| et il en est de même de 
son accroissement (pour un même domaine 2). Comme 7 et Aa tendent 
vers zéro avec Ax,, le second terme de (3,) tend vers zéro. 

Voyons le troisième : nous pouvons appliquer à cette intégrale 
la formule de Taylor jusqu’au second terme, puisque P est dans & 
ainsi que P, (obtenu par l'accroissement Ax;). Nous aurons donc à 
intégrer la fonction 


CAN WP Ax? [ d'o(P”'. Q) dp(P', Q) 
(3) boil od dr Or0x; re da 3 a ae 


P’ étant un point situé entre P et P, et dont la coordonnée de rang J 
est æ;. Si nous remplacons, dans la troisième intégrale de (3;), AC ) 
. par la somme des deux termes (3,), le premier de ceux-ci nous donne, 


en divisant par Az, 


, Fe oO? (VQ Wp ) : 
(30) im f (oz Ox} Rei? Ox; Ox; PE do; 


Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. |. 5 
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quant au second terme de (3,), il nous donne une intégrale que nous 

décomposons en deux, jh et ip =! étant une sphére concen- 
p—X 2-5 

trique à S et dont le rayon R’ est un infiniment petit d'ordre ën/érieur 


à celui de Aw,('). Pour évaluer fs nous mettrons la fonction a inté- 
“ 


| ee, 
ms — 2 


grer sous la forme (3,) et nous appliquerons (3, ), avec M’ en Q, M en 
P, Pen P’ et |¢9—0,| <4: elle sera donc limitée par 


[(K)n’+(K)Aa]| POP, 


et comme P’Q est compris entre | Aa,| et | Aa;| + R'<(K)R', l'inté- 
grale obtenue aura un module moindre que 


aan Az; 
| Az | [(K)n! + (K) a} (3 — gp )= UK) n+ (KO) Aa] (1 — ——) 


quantité qui tend vers zéro avec Aa; d’après l'hypothèse faite sur R’. 


Enfin pour limiter f » il suffit de remarquer que l’élément diffé- 


Sr 


D— 2 


rentiel est de l’ordre de | P,Q|-'~”, ce qui donne une intégrale limitée 


par Agua 


» qui tend vers zéro avec Ax,. 


2 


Co 


Ox;Ox; 


En résumé, n’existera que si (3,,). existe. D’ou: 


THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée 


9 


Pw 


Ox, 0x; 


0? wo (P, Q) dwpr(P, O) 
3 C Q \ ame T 9 % : 
ee f\ Ox; Ox; Pa Ox; Ox; ow) ding 


ait un sens 


seconde du potentiel généralisé (3,) existe est que l’intégrale 


Supposons cette condition réalisée pour toutes les dérivées secondes 
figurant dans ©. Ce qui précède nous montre qu’on aura 


im = : 2 
(oie) Op w= ewe [iy doy —- lim [ (Op 000 — Pr Mp Hp) doo, 
SE 


D “D—2 


(7) Nous emploierons systématiquement, dans ce numéro et dans le suivant, cette 
méthode des deux sphères. 
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= étant simplement ici une sphère dont le rayon tend vers zéro. Pour 
évaluer le premier terme du second membre, il suffit d’appliquer la 
remarque qui suit la formule (3,) : le premier terme est donc 
ANE 2) Op. 


D'autre part, dans l’intégrale de (3,,) ona D,w%— 0. Ilreste 
D—> 
donc 


(313) Opw —=— (m— a)onpr+ f Os mo(P, Q)po dag, 
D 


l'intégrale de cette formule ayant un sens, d’après les hypothèses _ 
faites. On peut d’ailleurs mettre en évidence le fait que [PQ|"@.æ 
tend vers zéro avec PQ en mettant @,w, sous l’une ou l’autre des deux 
formes 


(314) Dp 9 (P, Q) = Dp (wg — Wp) = (Mp — MQ) Wg, 


la dernière n’étant autre que (3;) où IT a été remplacé par Q, car 
Powy(P, I) wy (P, IT) 


On déduit immédiatement de (3,;) 


io == (mn — Dante + f Pp wQ(P, Q) pg dag. 
D 


Remarque. — Nous pouvons chercher simplement des conditions 
suffisantes d'existence des dérivées secondes en séparant, par exemple, 
les conditions relatives ac ct celles relatives à «,, donc aux a;;. L’exis- 
tence de |’intégrale (3,,) sera assurée si les intégrales [ dont (3,,) est 
la somme | 


CNE O* (Vg — Wp) 
(ES Ox; (Pe = op) dog et J ~ Ox,0x; Ox; Pp dog 


ont un sens. D’après (3,) et (3,), ceci sera réalisé en particulier si les 
intégrales 


| PQ — pr | f |AG(Q)— Ai(P)] & 
f [PQ PQ iz dog et on PO i d on] 
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ont un sens, et une condition suffisante de cela est que les intégrales 


| Po — pp | | Ai(Q) — Aii(P)| d: 
f 0 Pope saat ot if ha RO pe we 


prises le long du segment PII convergent uniformément quel que soit 
II, c’est-à-dire soient moindres que € pour | PII| < 7. On aura évidem- 
ment les mémes conditions pour les a;;. 

Ces dernières conditions (dont la première est celle qui concerne ¢ 
pour le potentiel spatial ordinaire) sont des cas particuliers du théorème 
ci-dessus, puisqu'elles sont obtenues par une suite de conditions suffi- 
santes de généralité décroissante. 


4, Extension du symbole @u et de la formule de Poisson. — Suppo- 
sons que, au lieu de chercher les conditions d'existence de toutes les 
dérivées secondes d’une fonction w qui figurent dans @u, nous vou- 
lions seulement assurer l’existence de l’expression 


du 


. I 
(41) Ris teak aN ae om 


quand les Aw; tendent vers zéro, chaque accroissement A © * corres- 
Ti 


pondant à l'accroissement Az;. Tous les raisonnements faits dans le 
numéro précédent à partir de (3;) ha étre reproduits pour cal- 


culer So, en remplaçant A ve par La; de = ete par la sphère I de rayon 


R égal au double du plus grand des Weta Si l’on suppose que tous les 
rapports mutuels des Ax; restent bornés, on aboutit ainsi à une expres- 
sion de Sm identique à celle de Mo donnée par (3,,). Donc : 


THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante de l'existence 
du symbole & am, quand ¢ est continue en P, est que l'intégrale 


fers, Q) cgdwy ait un sens. Ici encore, d’ailleurs, @,4, pourra 
) 


se mettre sous l’une ou l’autre forme (3,,). On aura : 
(42) Spo = — (mM — entr + f Mp wo(P, Q)po do. 
D 


Une condition suffisante sera que l'intégrale [Oral du, ait un 
D 
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| sens : sous cette forme, en dehors de la continuité de o, il n’y a plus 
| de condition relative à o. 

Mais la forme (4,) du symbole fait intervenir les dérivées premieres : 
on peut n’introduire que les symboles servant à définir les dérivées 
secondes directes et poser (toujours avec la même hypothèse sur 
les rapports mutuels des Az;) 


Aju 


| 

| 

&u— lim ADR A 

| (43) avec 

Ajju—u(x;+ Ax;, x; + Ax;) — u(a;+ Ax;) — u(x;+ Az;j)+u 

(pour simplifier l’écriture nous avons omis dans les parenthèses les 
variables ne subissant pas d’accroissement). Lorsque les dérivées 
secondes de wu existent séparément, Gu se confond avec Mu: c’est ainsi 
que 65 = @o quand les a;; et o sont constants. Pour calculer 6a dans 
le cas général, on fera encore une décomposition analogue à (3;) : 


>. = Ai;(WoPpo — rer) 
pr f Wp ding lin | fa Re ee dag 
TRES LE 
Ot eae, Papeete webs) ame , 
i D— 


I étant la sphère de rayon R définie plus haut. Le premier terme 
est — (m—2)5,23 la seconde intégrale est limitée par 


2 


EX R 
SAR) ere ve 


ce qui tend vers zéro avec R; la troisième se décompose en deux autres 
en utilisant les formules 
f(z+h+Rk)- f(z+h)- f(x + A) + f(z) 
— hkf"æ) + te [af"(æ+ 8h) +kf"(x+ Gh + 6'k)], 
era ee Se ey) Len ee) + thay) 
=kf'y. + a La firs (2 + Oh, y) +k fase + Oh, y + 8"R)); 


l'emploi d’une sphère I’ (de rayon R’ infiniment petit d’ordre inférieur 
à celui de R) et des formules (3,) et (3,) permet de traiter comme pré- 
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cédemment l'intégrale portant sur les termes du troisième ordre. On 
aboutit ainsi au méme théorème que plus haut et à la même for- 
mule (4). 

Nous pouvons enfin chercher une autre extension de Qu analogue à 
celle qui généralise le laplacien par une médiation périphérique ou spa- 
tale. On sait que la moyenne des valeurs prise par une fonction Up, 
harmonique dans l’espace E,,, sur la frontière d’une sphère de centre O 
(médiation périphérique) ou dans le domaine limité par celle-ci 
(médiation spatiale) est égale au. La valeur moyenne de u,— Uy est 
donc nulle, et c’est cette propriété qui a donné l’idée de caractériser 


. . . . [42 u 
une fonction harmonique en un point O par le fait que fe nn * doy 
. o 
u 
ou [ tr don tendent vers zéro avec <, w, étant le domaine défini 


par OP << et 5 sa frontière (OM =¢). 

Plus généralement, quand west une fonction quelconque, il est facile 
de trouver la limite de ces intégrales. Prenons, par exemple, le cas de 
la médiation spatiale : les coordonnées de O étant (x?) et celles 
de P, par rapport à O, (x;), nous avons 


dx! 


du I du \® 
Up — Uo— tir +s : 2( 25 ) +r (T==OP 
i 


e’ tendant vers zéro avec r. Les intégrales fi x;dw sont nulles. D’autre 
[0] 


f tit; do = 0, 
Wo 
So peri C om+2 
fa du =f ~do= f dt aS ee 
te w, : me m(m-+ 2) 


! a 2 Ty th Bee 1 te 7 
On trouverait de même ” dans le cas de la médiation périphérique. 
D'où 


part, 


: Uy —— Ug m 
lim jt — dey = BLT 
£=0 € 2m 
o 
; Up — Ug cn 
lim if a dp = —————. Apu. 
e=0 € 272( 7m +2) 
My 


Cela suppose que wu admette des dérivées premières et secondes en O. 
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Sinon on pourra prendre comme extension du laplacien en O l'un ou 
, . =. A 
l’autre des symboles lim J, ou lim J, quand « tend vers zéro, avec 


2m uy — Uo 
Sf — —— doy, 
eri 
G 


Tm 


2m{(m +2) Up — Ug 


m+2 
om OR E 


Ta — dop, 
si toutefois ces limites existent. Effectuant alors dans J, ou J, le chan- 
gement de variables inverse de la transformation (T) en O[p. 47], on 
aura une extension du symbole Qyu. Précisons ceci pour J, : l'élément 
dw se conserve, comme nous le savons, et, devient le domaine défini 
par ZA;;(0)æx;x;<e°. Nous poserons alors, en intégrant dans ce 
nouveau domaine w,, 
. 2m(m 2 Up= U 
&y u — lim 2m(m + 2) pom 0) 


+ 
ra fom gm+2 
e=6 m Wo 


dop, 


et ce symbole coincide avec Mu quand u admet des dérivées secondes. 

La formule de Poisson relative au potentiel généralisé & s’étend-elle 
à ce nouveau symbole en supposant simplement ¢ continue ? Pour le 
voir nous pouvons supposer que, par la transformation (T), nous 
avons fait coincider @, avec le laplacien : écrivons alors 


mp0 f wo(P, Q) ding +f Fwa(P, Q)pg— wo(P, Q) po] don. 
D D 


La première intégrale admet, comme nous l’avons vu, des dérivées 
secondes satisfaisant à la formule de Poisson : pour elle &, se confond 
avec @, et l’on a par conséquent 


(41) ope fo(P. Q) dog=— (m —2)ohpo. 


Il nous reste donc à calculer 


2m(m 9) 


.) lim dw 
(45) — sx ke P 
< [ee )p9— wo(P, Q)po Sra Q)pe + Wo(O, Q)po Fr 
gt = 
a 


Nous employons à nouveau une sphère I de rayon 2e pour décom- 
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poser / en deux intégrales : dans f nous remarquerons que 
r 
D 
wo(P, Q) p9— wo(P, Q) po 


est une fonction H®’[cf.(3,) et (3,)] avec M’ en Q et M en O: elle est 
donc limitée par [(K)n +(K)Aa]|PQ|?” et il en est de même 
de w,(0, Q) oy —#0(0, Q)£o. D’après PQ < 3, Jest limitée par 


[K(n)+(K)Aa]s-", et ceci, intégré dans wo, donne un résultat 
moindre que (K) + (K)Aa, ce qui tend vers zéro avec €. 


Voyons maintenant 1 : écrivons la formule de Taylor 
; pr 


= du TE du \® + ive du \®) 
up— Ug 22,— + - (| 22:— — (2x; — 3 
5 Me * Ox} 2 ‘Ox! ah | 1 


le point P'(x;) étant situé sur le segment OP, et remplacons w, par 


i [wo(P, Q) po — wo(P, Q)po] doy, 
pr 


puis intégrons dans wy. Comme nous l'avons vu plus haut, les termes 
du premier ordre en 2; ne donnent rien, ceux du second ordre donnent 
le laplacien de wu en O, c’est-à-dire ; 


f Op wg (O, Q)po dog, 
D—r 


puisque (0, Q) =o. 

Quant aux termes du troisième ordre, qui contiennent les dérivées 
troisièmes de æ,(P', Q) pg —so(P’, Q) 09 en P’, ils nous fournissent 
une intégrale que nous décomposons à nouveau en deux autres au 
moyen de la sphère I” de rayon R’, déjà utilisée : dans 1 » l'emploi 

rr 
de (3,) et (3,), avec p= 3, nous montre qu’elle est limitée par 


> a (KR) 1’ + (RK) Aa APRES, cs, : : : 
fers Ol | UE x, ide dog < ARE (K)n a= (K) Aa] (= = ) 


ge” À 


(en utilisant OQ<2P'Q), et l'intégration dans w, donne une quantité 


Rey 
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‘ 


moindre que 
[(K)a!+(K) da} [3 — 5], 


ce qui tend vers zéro avec < (supposé infiniment petit par rapport 
à R’). Il ne nous reste plus alors que f , pour laquelle nous remar- 
da 


querons simplement que la fonction à intégrer est limitée par 
(K)| OP |*;OQ{-"—', ce qui donne 


| OP |? di dog oo & 
Lie an RU RS © 
à En? Ee br | OQ (Goa ( ) R 4 


qui tend encore vers zéro avec ¢. 


La limite (4;) est donc celle de f 


p= 
retrouvons ainsi, au changement prés de P en O, la méme condition 
que plus haut : l’existence de l’intégrale | 


Dy oO, Q)e0 dwo, et nous 
r 


fe W9(O, Q)p9 dwg. / 
D 


En résumé si, en un point P quelconque de D, nous définissons le 
symbole &,, soit par (4,), soit par (4; ), soit par 


.. 2m(m-+ 2 uTI— u 
(45) ml ue sigh 


m+2 ’ 
==0 om € 


w étant le domaine XA;,(P) (a;— &?) (x; —E£;)< 2, le théorème énoncé 
au début de ce numéro et la formule (4,) sont valables. 
& étant ainsi défini, nous poserons dans tout ce qui suit 


du 
2 3 SD: 
(47) Se oe Pe aah i 


que nous écrirons #,u quand il sera nécessaire de bien spécifier le 
point P où se fait l'opération. Le symbole & se confond d'ailleurs avec F 
quand @ existe. Ona 


(4s) FpD—= — (mM — 2)ompp +f Fp #9 (P, QO) ey dwg, 
D 


à condition que he PMP, Q) oy do, ait un sens. 
D 


Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fasc. 1. 8 


58 MAURICE GEVREY. 


Comme nous l'avons dit plus haut, l'existence de [| MDP, Q)| do, 


est pour cela une condition suffisante et ceci sera réalisé en particulier 


si les intégrales fau ont un sens ou si les inté- 


grales | ve Ned eA FO convergent uniformément (c/. fin du 


n° 3). Cette dernière condition permet |’édification de la théorie des 
problèmes aux limites, mais au prix de certaines complications. Pour 
les éviter dans ce premier travail, nous supposerons simplement 
les a;; hôldériens. Nous dirons, à ce sujet, qu’une fonction /, satisfait 
à (H:) [ou est une fonction (H;)] si l'on a (') 


fe fri<KIPP  (o<B<i). 


5. Introduction de fonctions satisfaisant à des conditions aux limites 
données. Les intégrales |, et J,. — Soit une fonction WH des deux 
points P et II prenant la même valeur que wn(P, II) quand P vient 
sur S, II étant dans D, et de plus admettant des dérivées premières et 
secondes par rapport à P dans D. La fonction VE = wn(P, 1) — WE 
pourra jouer le rôle de quasi-fonction de Green pour le problème de 
Dirichlet, à la condition que l’équation (14) soit résoluble : il con- 
viendra pour cela de voir comment F, Vi se comporte quand P et II 
viennent sur S. On cherchera de même une quasi-fonction de Neumann 
en ajoutant à wy une fonction dont la dérivée conormale, prise par 
rapport à P supposé sur S, soit équiopposée à celle de wy. 

Nous voyons ainsi se poser des problèmes aux limites consistant à 
déterminer des fonctions satisfaisant sur S à des conditions données, 
dans D à des conditions de régularité, et dont il conviendra d’étudier 
l'allure (et celle de leurs dérivées) au voisinage de S. 

Dans ce but nous avons antérieurement (J. M., 1930, p. 55) intro- 
duit des intégrales permettant de résoudre ces problèmes avec de 
larges hypothèses. Nous reprenons ici cette question en la présentant 
différemment et précisant certaines propriétés de ces intégrales. 


mm et ee YE ee Se. TNT 


(1) Nous employons dans ce Mémoire la lettre 8, au lieu de « dans le Mémoire précé- 


dent, pour éviter un double emploi avee les fonctions de classe x, dont le travail actuel 
servira à préparer Pétude, 
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Posons 
uy dSy 
: | PM PEU 


(5,) LP; 2) de (A>), 


S étant ici un domaine borné ouvert d’une multiplicité am — 1 dimen- 
sions, d la distance de P à celle-ci, M un point de S et w une fonction 


continue sur S. Nous allons tout d’abord étudier les propriétés de 
cette intégrale. Nous supposerons toujours 1. positif. 


A. Quand P tend vers un point P, deS, I, tend vers k,u,, avec Uy = Uy, 


et | 
ROM TB fee tr 


2 


Nous pouvons le démontrer en supposant P, au pied p de la distance d 
car, s’il n’est pas ainsi, notre démonstration prouve que I, diffère aussi 
peu qu'on le veut, pour d suffisamment petit, de Æ,u, qui tend 
vers k4,u, quand P tend vers P,(')- 

Cela posé, dans ce qui suit nous prendrons P, comme origine O et la 
normale en O comme axe des x,(°), de telle sorte qu’on ad=2,. 
Supposons d’abord que S soit plane et u constante (u = u,): une homo- 
thétie de centre O et de rapport d“ transformant S en S” nous donne 


5 u, as” 
A [AM mie? 


A étant le point situé sur Ox, à la distance wn. Quand 4 tend vers 
zéro, 8” devient le plan tout entier et l'intégrale est alors facile à 
calculer au moyen de coordonnées polaires de centre O : / étant le 
rayon vecteur, la valeur de cette intégrale est kyu), avec 


pipes (HS died dl 
QUE mt —\|+ à 


(:) Cette remarque est vraie pour toute fonction dont la valeur limite ainsi trouvée 
(c’est-à-dire en supposant Py en p) est continue sur S. 

(2) Chaque fois que nous utiliserons ces axes, nous les appellerons ares [OT : ils sont 
associés à la fonction s envisagée plus loin (p. 66). 


5 
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ce qui est un cas particulier des intégrales 


le in? dl I (A= qa =) 
—————— — = Sa ee 
24 Lt 2 2 2 x 

{+4} 

B étant la fonction eulérienne (il suffit de poser 1+ 7 = ©"). Ici nous 


avons g =m —1-+ wet, en remplaçant 5, , par sa valeur [cf.(1,)| 


et exprimant B au moyen des fonctions I’, on trouve la valeur de &, 
annoncée. Notons ici que /, est égal à =" 

Abordons maintenant le cas général d’une surface S munie d’un 
champ continu de normales dans le voisinage de O. On peut alors 
déterminer une région S, du plan tangent T, en O, entourant O et telle 
que tout point M’ de S' soit la projection d’un point M de S voisin 
de O, S', correspondant ainsi point par point à une région S, de S : 
pour fixer les idées nous définirons S, par OM’ < ¢. La partie de l’inté- 
grale I, étendue a S — S, tend évidemment vers zéro; il suffit d’étudier 
ce qui est relatif à S,. Posons 


(5a) PM=r, OM’=p', PM’=r! = (r?=p't+ 23). 

Les coordonnées de M étant æ,, ..., x’, l'équation de S, est de 
la forme MM — :(x,, ..., 2,,), et les dérivées premières de 3 sont 
continues et s’annulent pour a, —...—4, =o. Cela étant, on a 

r'—r| 5 I IE. 
mn cle, a LS pe LU. 
7 p | da 
d’où 

- I 1+e 

(52) 53 TT 


¢ tend vers zéro avec 9’ et ne dépend pas de x,. Il en est de même 
pour €’, et la dernière formule est vraie aussi en remplaçant r par la 
distance de P à un point quelconque du segment M'M (remarque qui 
sera utilisée plus loin). 

D'autre part, dS! étant la projection de dS sur T, et 4 l’angle de Ox, 
et de la normale en M, on a dS — dS' cost. Il résulte de ceci et de 


la dernière formule ci-dessus que l'intégrale étendue à S, s’écrit 


En d* (uy + 1) aS! : ee 7 
(52) LES avec [n° | <(h)|e’|+ (K) 


! 
So 


u 
theo 


’ 
cos d 
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donc {n'|<n pour p’<o. Or nous avons vu que ae tend 


vers #,u,; le reste de l’intégrale, contenant 7’, est limite par Æ,n. On 
peut ite choisir p et ensuite d assez petits pour que I, diffère aussi 
peu qu'on le veut de 4,u,. CG aks CD, 


Nous pouvons aussi présenter ce résultat sous une autre forme en 
posant (v étant ra 


8. | ch uy aS» 
( 3) PS a) “bn | PM ead 


et dire que, quand P tend vers O, le produit d*J,, & étant positif, tend 
vers zéro pour p > y, vers À, uy pour p. =», et vers l'infini pour pu <<» 
et uo; quant à J,, elle a une limite pour v< 0, mais devient 
infinie pour v = 0 et uo. 


B. St u,=0, avec |u| < A|OM|*, A étant une constante et aA y, on 
a, st P est sur la normale en O, 1, = O(d?*) et J, = AO(d*~), B étant le 
plus petit des nombres « et u.('). 
Soit d’abord «<p, donc B— a : dans J,, est limitée par (K) A 
S—S, 


et f ; d'après les raisonnements de À et en tenant compte de ce 


que ST est borné, est limitée par 


he as <a fo (a+) 


Im—3 + MI +U 


G+) ? 


(en utilisant l’homothétie ci-dessus). Enfin pour à > y, done 3 = y, 
J, reste finie et limitée par (K)2 (dr~' étant borné). D'où le résultat 
annoncé pour J, et par suite pour I,. 

Avant d'aller plus loin, faisons une remarque : nous allons supposer 
que, pour P suffisamment voisin de S, les dérivées de la fonction d 
ont la valeur zéro pour toute direction perpendiculaire à la normale 


(1) Suivant la notation de Landau, ) ose 8 étant un nombre quelconque, 
signifie ques ya—3 est borné [notion ane à |r| <(K)4ÿ] et += o(x8) signifie 


que yx? tend vers zéro avec +. Le cas de 3=0 correspond respectivement deu 
borné ou infiniment petit. 
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issue de P. Évidemment, il conviendrait de bien préciser les condi- 
tions que doit pour cela vérifier S. Mais les dérivées premières de I, 
en un point de Ox, sont alors les mêmes que si l’on envisageait 
l'intégrale 


ds F m '\? 
(54) LP; maf TPM [Pu = (3 —%) + 23 (a,— z!} ], 


æi, .., æ, étant les coordonnées d’un point de D, et que dans ces 
dérivées de I} on fasse 2, = d, 2,=...=Xn=0, c’est-à-dire qu'on 
place P sur Ox,. Or c’est ce point de vue seulement qui nous importera 
dans la suite, car nous nous passerons complètement de la fonction d. 

Nous allons même, plus généralement, envisager les dérivées 
successives de I, en P, calculées comme nous venons de le dire en y 
faisant x,=...= x, = o (les dérivées premières de I; coincident avec 
celles de I,). Elles possèdent la propriété qui suit. 


C. On al; =o0(d"), I? étant une dérivée quelconque d'ordre n de |, 
en P; en particulier, pour toute direction Pa issue de P, 


alien cal; 


I,” s'obtient en dérivant (5,) sous le signe intégral. Désignons 


par D, une dérivée d'ordre n de æËr'="-#(r— PM) relativement à P : 


n 


x | uD, dS tend vers zéro avec æ, et il suffit d’étudier 


| 
vy fim D, ds = oa) l( =: Se ) = | D, ds’. 
s si cos d 


SS: 
; 


Or les dérivées d’ordre p de r*, en P ou en M, valent O(7*~”) : on en 
conclut aisément que aD, vaut æ*O(r'-"-#) et par suite la partie 
i , . tt . . 
de l’intégrale qui porte sur —— — uw, est limitée par 
cos d 4 Ê 


(K) LP; Nr) = (KR) 


rl r = ‘ 4 
pour ¢’ << ¢, 4, tendant vers zéro avec ¢ 
D'autre part, pour s =o, D, devient une dérivée D! de TO ie 


Ss : D! 


on peut done écrire D,= D',+ =, D! s’obtenant en remplacant, 


D à ct 1 
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dans D,, M par un point M, du segment MM’(PM,=r,). Or a. 


vaut x; O(r,-”~*), ou encore 2 O(r'-") [ef. (5,)]. II résulte ie la 
que l'intégrale portant sur u, se compose : 1° du produit de x" par la 
dérivée n° d’une intégrale I, relative au cas deS plane et u sonst 

nous verrons plus loin que cette dérivée a un sens en O; 2° d’une 


intégrale qui, d’après Le e, pour p'< ¢, est limitée par 


(K) IP; e) <(K)e. 


On pent donc choisir 0, puis. z,, de manière à avoir un résultat aussi 
petit qu’on le voudra, ce qui réalise l’énoncé. 


D. Stu est sur S, frontière de 1), une fonction (H®) et si le champ des 
normales à S est hôldérien d’exposant h('), l'intégrale 1, est une fonc- 
tion (M3) dans D + Set" = O(d*”), 8 étant le plus petit oe nombres v., 
a eth. 


Nous commencerons par montrer que I, vérifie (Hg) entre un 
point P de D et le pied O de la distance d. Il en résultera que (Hs) aura 
lieu entre P et un point quelconque P, de S car il suffira, pour le voir, 


d’ajouter la relation (Hg) entre P et O à la relation (H;) entre O et P, 
et de remarquer que l’on ad < PP, et OP, < (K) PP,. 

Cela étant, nous pouvons donc supposer O en P,; [,(P) diffère alors 
de sa limite [,(0) d’abord par l'intégrale étendue à S — S, qui est 


d'ordre x en d, puis par l'intégrale (avec les notations de A) 
7 


ds dS! Wg rei” M tL 
Uy ee lly AH My mit? 
To—So ig 0 


0 0 (ee (1+ À) 2 (1+ 4) 2 


d 


ce qui est moindre que (K)u,d*, et enfin par l'intégrale contenant n” 
lequel 1, d’après ce que nous avons vu{cf. (5,)], est limité par 
u 


alé es teks Rete 1 
(Kye! +(K) | a ee 


(1) Nous entendons par là [et nous dirons aussi que ce champ vérifie (H,)] que 
l'angle des deux normales en P, et M est moindre que (K) | PoM|* ou, ce qui revient au 
même (comme le montre un calcul facile en plaçant l'origine O en Po), que la distance | =: 
de M au plan tangent en Py est <(K)|PoM |+# ou encore vaut O(£'rA). 

C# 
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Or’ est de l’ordre de 7? c'est-à-dire vaut O(p'"), u — Uy Vaut 0(¢'2) 
et 1— cost), de l’ordre de sin” ÿ, vaut O(¢’*"). On en conclut aisément, 
d’après B, que l'intégrale contenant 7 vaut O(d*). On a done 
bien [1,(P) — 1,(0)| <(K) a’. | lg ; 

Etudions maintenant une dérivée n° quelconque I, de I, ou, ce qui 
revient au même, de I,(P) — 1,(0), avec d = x, ; Ij” est la somme des 


intégrales obtenues en dérivant sous le signe f les trois intégrales 


que nous venons de limiter. Or les dérivées de x et de r'""# sont 
limitées respectivement par (K)x#-" et(K)r'-™ *; donc, l'exposant 
de r ou de ax, étant ainsi diminué de », toutes les limitations précé- 
dentes devront être divisées par d", d’où | Ii | <<(K)d*. 

Nous allons maintenant montrer que, pour toute fonction f dont 
les dérivées f’ sont limitées par (K)d*-' dans D, si (Hg) a lieu entre 
tout point de S et tout point de D+S, (Hg) a lieu aussi entre deux 
points quelconques P et P' de D+S. Supposons, en effet, P plus 


éloigné de S que P'(d > d') : 1° Si k=PP'<f ona (P. étant un 
point de PP’ dont la distance d, à S est nécessairement > “>h), 


| fe — fe| =| hfe, |< (RK) hd? < (K) AB; 


2° si (oes 2 on ad’Ch+d< 3h: p’ étant le pied de d’, on écrit 


alors (fp —f,») + (fy— fw) et ces deux différences sont limitées 
par (K)h°, d'après P’ p’< 3h et Pp'< Gh. 
Les propriétés énoncées pour I, sont ainsi établies. 


E('). Lorsque S est plane et que u admet dans S des dérivées continues 
Jusqu'à Vordren, si P tend vers un point deS, les dérivées de I, d’ordre<n 
ne contenant pas la direction normale ont une limite; les dérivées d'ordre <n 
ou figure q fois la direction normale (q <n) ont aussi des valeurs limites si Le 
est > q : ces valeurs sont nulles pour les valeurs impaires de q. 

Nous supposerons que S est ici un domaine S/ du plan desz,, ...,æn et que P 
tend vers O situé dans S’. On prévoit immédiatement que les dérivées de Iu 
EN Ly, ..., Æn auront pour limites les dérivèes correspondantes de w dans S 
EE DR a i ee 


(') Les propriétés E, E’, E" et F sont établies en vue de recherches ultérieures : elles 
ne serviront pas dans lu suite de ce Mémoire. 
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(pour celles-ci » peut donc être un nombre positif quelconque). La vérification 


ne ; . or’ or’ ; - 
est aisée et résulte du fait que es FRE ale (Lo .--, Lp) étant un point 


courant de S’ et r'?—x?+(x,—x,)+..., ce qui permet de faire dans I, une 
intégration par parties donnant : 1° une intégrale étendue à la frontière de S’, 


nulle en O ainsi que toutes les dérivées en He, Das l'intégrale. l, (P: ey 
Lo 


qui tend vers ky (=). On dérive ensuite cette nouvelle intégrale par le 
méme procédé, et ainsi de suite jusqu’à l’ordre n (en x, ..., Lm). 

Envisageons maintenant les dérivées successives de I, par rapport à x,, en 
supposant P sur Ox,. L'existence des dérivées de w jusqu’à l’ordre n nous permet 
d'écrire u—%,+e/p", ®, étant un polynome d'ordre n en x!, ..., æm ete’ 
tendant vers zéro avec p’. 

Considérons d’abord I4(P ; &’ p’”) : en dérivant sous le signe intégral n fois 
par rapport à x, nous obtenons, si n’est pas entier, une somme de la 
forme Z,c,xJ,,,(P ; e’p’"), les cy étant des coefficients numériques et les y 20 
pour p entier et > — n pour p quelconque : dans ce dernier cas il faut donc 
supposer p > 7 si l’on veut éviter des termes valant O(x!—"), infinis en O; mas 
cette hypothèse s'impose aussi pour p entier et de même parité que 7, sinon 
certains des v s’annulent et l’on obtient des intégrales J,(P; ep") qui peuvent 
ne pas avoir de limite pour x,—o sie’ s’annule avec p’ de façon quelconque. 
Nous supposerons donc p>n pour dériver n fois en x, : la dérivée niime 
de 1,(P; e’9’") sera alors, d'après p’< r', limitée par Z,c,L,(P; |e’|) qui tend 
vers zéro avec x, (ceci a lieu aussi pour p entier <n et d'autre parité que 7). 

Reste à étudier I,(P; x). Pour cela nous pouvons supposer S’ définie 
par p’>R, car l'énoncé est évidemment vérifié pour l'intégrale étendue à la 
région extérieure à ce dernier domaine, quand P tend vers O. Cela étant, nous 
remarquerons tout d’abord que toutes les intégrales I,, formées avec des termes 
de 2, où l’un des exposants de æ,, ... est impair sont nulles par raison de 


symétrie. Nous n'avons donc qu'à envisager les termes en RP DPI où 
tous les h, k, ..., sont pairs. Or 

Le ren AR LAN CE PTE PTS 

Bre i m= 3.2 pe Je OL PAU ENT AL fo 


at ap Rte 
fai m — 3 + i eb emi de: ET dE + D pe EU ds ’ 


s’ étant la frontière de S’. Nous poursuivrons ainsi les intégrations par parties 
jusqu’à ce que nous obtenions : 1° une somme d’intégrales dont les dérivées 
s’annulent avec x, au moins jusqu’à l’ordre n; 2° l'intégrale (à un facteur numé- 


rique près) 
x ds! u ) 
(55) pire À Sup Ul ;1) 
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avec 2p—h+k+...£n. Or la dérivée de cette intégrale est (en utilisant 
toujours la même homothétie que dans A) 


R s 
BE OPEC me DE nn © rise ign oT ET 
ee eee 2px pop lt ; LE). 
dx m—2 p+i+y m —2p+i+y 
1/9 (1+ I) 2 (R?+ 2*) 2 


Remarquons d’abord que, pour p —0, le second terme n'existe pas : la formule 
donne alors la dérivée de I,(P; 1), qui ne contient pas d'intégrale. Pour po 
nous sommes ramenés, pour dériver le second terme, au même calcul avec 
p—1et2p —1 au lieu de p et 2p. 

Nous pourrons donc prendre les dérivées successives de (5,). Celles d'ordre n’<n 
s’annulent avec x, sauf si n’— 2p : le dernier terme est alors (2p)! z¥—??Jy_op, 
c'est-à-dire (2p)! lu_,(P; 1) et par suite les dérivées suivantes ne contiennent 
plus d’intégrale et valent O(z#—""). Nous voyons ainsi que les dérivées normales 
de I,(P; w) admettent des valeurs limites en O au moins jusqu'à l'ordre n : 
celles-ci sont nulles pour les valeurs impaires de n; pour n = 2p elles ne dépen- 
dent que des dérivées de u d'ordre 2p. 

Nous avons supposé P sur la normale en O : si P tend vers O de façon quel- 
conque, l'existence des dérivées normales limites résultera de la continuité des 
dérivées de w au voisinage de O. 

Enfin si x figure g fois dans la dérivation (avec x, 23, ...), on commence 
par transformer les dérivées en x,, ..., comme ci-dessus et l’on est ramené à la 
dérivation en x,, avec g au lieu de n. 


Remarques. — 1. Pour p= 2p, la dérivée normale d'ordre 2p de (5,) contient 
une intégrale J, infinie en O. Au contraire, si pt est impair et < n, les dérivées 
normales d'ordre n ont des limites pour x, — 0. En effet, en prenant les dérivées 
successives de (5,) sous le signe intégral, on obtient des termes du type x#'J,(P; 1), 
les y étant toujours impairs et chaque dérivation diminuant de 1 la diffé- 
rence p'— v, égale au début à 2p : les dérivées d'ordre < 2p s’annulent donc 
en O et celle d'ordre 2p se compose d'intégrales du type I, dont les dérivées 
normales existent indéfiniment en O. Donc, pour p impair, les n premières 
dérivées normales de 1,(P; w) ont des limites pour x,— 0 si. d’après ce que 
nous avons vu plus haut, J,(P; ep’) en a une, par exemple si 2 est pair ou bien 
sie — O(p’8), ceci ayant lieu quand les dérivées nièmes de uw sont holdériennes. 

Il en résulte que, si p est un entier impair et u indéfiniment dérivable, 
toutes les dérivées successives de 1, ont des valeurs limites quand P tend vers S 
(supposée plane). 


Il. Si P reste sur la normale en O, l'existence des dérivées normales limites 

‘ ‘ ; à : 
en O jusqu’à l’ordre n résulte uniquement du fait que u—®,+ ep", Or, sauf 
pour 2 —1, ceci ne nécessite nullement l'existence sur S, au point O, des dérivées 
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de u jusqu’à l'ordre n au sens ordinaire (1). Plus généralement supposons u de 
la forme 2;,», + e'p+m, les coefficients du polynome ,,,, étant nuls jusqu’à 
l’ordre n,>n,—1 : la fonction Su +n,(P; uw) et ses n premières dérivées nor- 
males admettent alors des valeurs limites en O pour p > n : en effet celles-ci 
sont nulles pour ce qui provient de e”+™ et, pour ®,,,,, le procédé aboutissant 
a(5,) nous donne ici des termes dérivables en O jusqu’à l’ordre n et l’inté- 
grale 2JSu4n,—(P; 1) avec n+n,>2p>n;, d'où la condition p> 2p — n, 
donc p.>n (ou bien p + n,<2p et entier, donc p + n, impair). Les valeurs 
limites de x#J,,,(P; uw) et de ses n, + n, premières dérivées en x, sont nulles 
Sn hi. 

L'existence des dérivées en x,,x;, ... s'établit en intégrant par parties ce qui 
contient ?,,,,; les dérivées d'ordre <n de la partie restante sont nulles en O. 


E’. Toutes les propriétés de E relatives aux dérivées de 1, sont vraies 
pour 1,(P; uv); P étant sur Ox,, quand S est une surface admettant Ox, 
comme normale en O et représentée dans le voisinage de O par l’équa- 
tion x, —2z(x,,..., Zn), s admettant des dérivées continues jusqu'à l’ordre 
n+ietM(x, ...x,) étant un point courant deS. 


L’énoncé étant vérifié pour f , il suffit de l’établir pour f . Or nous avons 


S—S, So 
al Bes ! : 
(5,) au ds  [( aivds (p= PM) 
7 : pri 7 pin—t+p ar 7 
So Sh 


x 7 
la fonction » = i 


os 


admettant des dérivées jusqu’à l’ordre n d’après les hypo- 


thèses sur wu et s. 
Reprenant les notations (5,) sqq, on av*= r+ 37— 252,. D'où, les c, étant 


i—m— 
les coefficients du développement de (1 +7) ? , 
I + Cpt? 
5 I pu 1 Ware 2%) 
( 3) pm pli ? ea y r'? À 


(2) Par contre ceci entraine l'existence en O des dérivées directes d'ordre <n (en prenant 
les accroissements des variables de même ordre : cf. 43). Pour n =1 la dérivée normale 


Ol : : à ners # 
limite (Lim 5 existe pour x; =0, et par suite aussi la dérivée normale au sens 
T1 


ordinaire [Lim wee : on sait que l’existence de celle-ci n’entraine pas l’exis- 


tence de celle-là. 
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= Zm—=0, puis faire 


Nous devons dériver en P(x;, ..., æm), faire æ:==... 
tendre x, vers o. Envisageons les termes en t d'ordre p£n. Le premier ( ps 0) 


nous donnera dans (5,) une intégrale du type étudié dans E. Les autres, si nous 
développons les puissances de t, nous donnent des intégrales de la forme 


P—2p—ny gr ! 
[= + eds (pS, 2p); 


: Im—1+2p+ 
Seah en 

c’est-à-dire du type x J? +n,(P; sv) avec v — e + 2p — n, (la notation Jf cor- 

respondant au fait que l'intégrale est étendue à S,, avec If=axtJ{). Les déri— 

vées premières de 5 s Sulens en O, on a facilement 


Av ! 
ay — Enon = ( pe eras 3 — Lain AR o( p re ), 


les coefficients de ?,,,, étant nuls jusqu’à l'ordre 2n,—1>n,—1. Or (Rem. I 
ci-dessus) cela entraîne l'existence en O des dérivées de l’intégrale jusqu'à 
l'ordre n pour vy > n, donc p> n, ou encore p > q si la dérivation se fait g fois 
seulement en x, (pour y —n il faudrait que v + 2, soit impair, donc p impair). 
L'intégrale et ses dérivées des n,—1 premiers ordres seront d’ailleurs nulles 
en O, et es suite le terme en 7” donnera, d après p<n,, des dérivées nulles 
en O jusqu’à l’ordre p — 1. 

Considérons maintenant les termes en t d'ordre > n : ils forment la série 
r'i—m—u NeytN (avec N>n+ 1), convergente pour |t|<1. Quand P est sur Ox,, 


ona 
ele (5) + 
Pp 


et comme | 5 | est < Ap” pour p’ < p, nous pouvons supposer p tel que A*p*+ 29 
soit <1. Par suite, étant donné un point quelconque de Ox,, distinct de O, on 
pourra toujours déterminer dans l’espace E,, un entourage e,, de ce point tel 
que |t| soit aussi < 1 quand P appartient à e,, : la série est alors absolument et 
uniformément convergente. 

Cela posé, calculons une dérivée d'ordre n de la série : la dérivée du terme 
Mite — 32, Ns; 
piin—l++2Nn +1 


général est de la forme > Ken étant un polynome homogène 


de degré 2n en (5 — 22,), 2, (x, — x), ..., (Lin — Lm) dont les coefficients 
sont au plus de l’ordre de N”: donc | m,, |< (K) N"r’*". La série ainsi formée est 
donc limitée par 
(K) |s 5 Re ty Nr N—n 1 $ 
see iT| (N2n+1) 

qui converge pour |t| <1: elle est donc, quel que soit M’ dans Si), uniformé- 
ment convergente quand P est dans l’entourage e,, d'un point déterminé de Oz; 
el par suite elle représente la dérivée nième envisagée. On pourra ensuite 


1 
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prendre P sur Oz, : la série est alors uniformément convergente (O com- 
pris) et, d’après |3|<Àp*, limitée par (K)|[t|r-"-4; on peut l'intégrer 
dans S,, après multiplication par z+», ce qui donne une intégrale limitée 
par (K)I£(P;|T|), quantité aussi petite qu'on le veut pour p suffisamment petit. 
On en déduit que la limite d’une dérivée d'ordre n de 1, (quand P tend vers O 
sur O0 x,) sera celle que nous avons obtenue avec les termes en 7? pourp<n. 

Cette limite est une expression linéaire par rapport aux coefficients de , , p, : 
ceux-ci ne dépendent (et d’une façon entière) que des dérivées de u etdesenO 
jusqu'aux ordres respectifs n et n +1. 


E”. Si p est un entier impair, u et s étant indéfiniment dérivables, toutes 
les dérivées de \j, ont des valeurs limites quand P tend vers O sur Ox,, quel 
que soit leur ordre. 


Cela résulte de ce que nous avons dit, dans ce qui précède, sur le cas de pu 
impair. 


F. Pour p>n ou sinon impair, si u et s satisfont aux conditions énon- 
cées dans E et E’, on a If” =o(d-?), IK'* étant une dérivée quelconque 
de 1}, d'ordre n + p, prise en un point P de la normale en O. Si, de plus, les 
dérivées d'ordre n de u sur S et les dérivées d'ordre n +1 de z satisfont 
à (H,), les dérivées Iii’ vérifient (Hg) entre O et P, et If'*” = O(d8-?), à et B 
étant compris entre o et 1. A 

On peut prendre 6 —« pour p entier impair, ou  égal au plus petit des 
nombres p.-— net « pour quelconque > 7 : les propriétés énoncées sont alors 


vraies pour [| - Vérifions d’abord la première partie de l'énoncé pour l’inté- 
Sa 


_grale (5,) en utilisant le développement (5,). Les hypothèses sur wu et 5 permettent 
d'écrire 
(59) p— V,+ o(p’”), 2 = Dns, + 0(p'"**), 


V, et Z,,, étant des polynomes d’ordres respectifs n et n + 1, et Z,,, com- 
mencant par des termes du second degré. Cela posé, conservons dans l'inté- 
grale (5,) les termes provenant du développement (5,) jusqu'à l’ordre n + p. 
Nous pouvons les séparer en deux groupes : 


1° ceux qu'on obtient en remplaçant # et s par V, et Z,,, : d’après ce que 
nous avons vu, ou bien toutes leurs dérivées sucessives ont des limites en O, 
ou bien (pour p quelconque > 7) les dérivées d’ordre n + p valent O(d'-"-?), 
d’où résulte la propriété envisagée ; 

2° les autres, qui sont des intégrales du type x} J9,,,(P; w) [v >» ouentier] 
dans lesquelles w est la fonction 26 — Zi, V,, qui vaut O(p"+#) quel que 
soit n,, comme on le voit facilement : les dérivées d'ordre n + p de ces termes 
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seront des intégrales du type z*-"7J9%,,,[P; 0(p"*™)] (v' >), limitées par 
write, {Py a ro 

Quant aux termes provenant du reste de (5,) à partir de r+/+1, ils constituent 
une série R,,, dérivable jusqu’à l’ordre n + p, d’après ce que nous avons vu 
dans E’ (il suffit de remplacer n par a + p dans le raisonnement sur ce reste). 

Au total on a donc bien If” (P;u)—o(d-/), avec d= x. 

Pour obtenir maintenant la seconde partie de l'énoncé (vérifiée évidemment 
par Ru:»), il suffit de remplacer, dans (5,), o(p°*) et o(p'"*!) respectivement 
par O(p/"+*) et O(p+'+*), En ce qui concerne le premier groupe ci-dessus, 
ce que nous avons dit, joint au fait que les dérivées n'è" contiennent des inté- 
grales 19(P;1) avec v entier ou>p.— nn, montre que les propriétés envisagées 
ont lieu pour ce groupe. Quant au second, ses dérivées d'ordre n+ p sont 
limitées par des intégrales z3/1%_,|P; O(p*)]—=O(d#-r), p pouvant ici 
prendre la valeur zéro. 


6. Usage des intégrales J, pour les problèmes aux limites envisa- 
gés ('). — Nous avons, dans l’espace E,,, une multiplicité bornée S à 
m — 1 dimensions constituée soit par un domaine continu ouvert, 
soit par la frontière d’un domaine continu borné à m dimensions; 
nous nous proposons de construire des fonctions U vérifiant des 
conditions données sur S et indéfiniment dérivables dans E,, (S et sa 
frontière exclues) ou dans D. Les données sont supposées continues : 
il suffira donc de vérifier les conditions aux limites en prenant 
comme axes les axes [O |(cf. 5 A, seconde note) et faisant tendre P 
vers O. C’est ce que nous supposerons dans ce qui suit. 


PROBLÈME I. — U a une valeur donnée u sur S. Si S est plane, l’inté- 
grale Æ'L.(P; u) répond à la question, mais il n’en est plus ainsi 
si S est simplement pourvue d’un champ continu de normales, la 
fonction d n’admettant pas de dérivées d'ordre > 1. Je dis que la 
fonction 


; Jie ee) 
(6,) eed be De) 
| Ju(P; 1) 


résout le problème. Nous pouvons en effet l'écrire, en multipliant les 
deux intégrales par vt, U=13(P; u)[I(P; 1)}', dont la valeur 
aa RE ER 212 ©. 


(1) Seuls les problèmes | et Il nous serviront dans ce Mémoire. 
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limite pour x, — 0 est k,Uyh,' =u. Cette fonction U est bien indéfi- 
niment dérivable en dehors de S. 


PROBLÈME II. — SurS, U et ses dérivées s’annulent jusqu'à l’ordre p—1; 
la dérivée normale (') d'ordre p a une valeur donnée u,. La solution 
est (p!h,)-'d**?J,(P; u,) pour S plane; sinon elle est donnée par la 


formule 
PE KusipIu(P; up) 
Pi ku Sup (P31) 


En effet, ceci peut s’écrire 
P' ky Uli (P35 1) = Kup PEEP; up). 
Dérivant 7 fois cette dernière relation par rapport à æ,, on obtient 


Pi ky [UP T+... + URL, ] = Auxp [ep I +... plis. 


On vérifie bien aisément que : 1° en faisant x — 1, ..., p et utili- 
14 roule A ay 
sant la propriété C du n° 5, aa vaut O(a") pourn <p et 5 = Up 


pour x, — 0; d’autre part, toutes les autres dérivées en (x,, ...,æ, 
d'ordre <p s’annulent en O; 2° d’après 1 oie al DPsiwtiret ite 
champ des normales à 5 vérifient (H,), => 7 vérifie (Hg )entre O et P 


et Dr = = O(dÿ*?") pour n> p. Il en résulte, d’après le premier et le 


dernier alinéa de la démonstration D que (Hg) a lieu pour U entre 
deux points quelconques de D + S (avec 5£aet<u). 


Seconde formule. — Lorsque u, garde un signe constant, le pro- 
blème II est aussi résolu par la formule U—#,[p!J,(P; &,')f" : la 
vérification est immédiate en écrivant p! UT (P; u,')—=#k,x" et déri- 

vant p fois en x,. La fonction U jouit, comme la précédente, de la 
propriété 2° énoncée ci-dessus (*). 

Nous avons choisi des axes particuliers; s’ils sont quelconques, les 
dérivées d'ordre p de U admettant en O des valeurs limites ne dépen- 


(1) La normale est supposée prise d’un certain côté de S ou intérieure à D, et il s’agit 
des dérivées normales linutes. 

(2) Siu, et z étaient dérivables jusqu'aux ordres n —p et n —p +1, l’une ou l’autre 
fonetion U admettrait (en utilisant KH’) des dérivées en O jusqu’à lordre n, 
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dant que de u, et des cosinus directeurs (x;) de la normale : par 
exemple, pour p= 1, U,, = alt. 


Prosrkme LI. — U et ses n premières dérivées normales prennent sur S des 
valeurs données uy, Uy, .--, un. La méthode qui se présente d’abord à l'esprit 


consiste à opérer de proche en proche. La fonction Vo= di (P; 1) LP; wm): 


prend la valeur wu, sur S : soit —— sa dérivée ‘normale. La fonction 


on 
ONG 
ha (P: ue) 


Vent Kudu+1(P; 1) 


est égale à uw, sur S et sa dérivée normale y prend la valeur w,, et ainsi de suite. 
dv 
keu(P; RIT ee 


Fu Tus(P3 t - Pour p=n, ona 


La fonction de rang p sera V,_, + 


la solution du problème. 

On voit que le problème exige que uw, soit dérivable jusqu’à l’ordre n — p et 
que S vérifie la condition énoncée dans E’, c’est-à-dire que, pour chacun de ses 
points pris comme origine O, la cote s d'un point voisin par rapport au plan 
tangent en O soit une fonction (des coordonnées cartésiennes prises dans le plan 
tangent) dérivable jusqu'à l’ordre n + 1. De plus on prendra p> n. 

On peut aussi employer un procédé de formation de U qui dispense de calculer 
OV, HV a 
On?” on 
solution du problème III en supposant wy, u,; ..., u, nuls sauf Up. Si uy, et s 
sont dérivables jusqu'aux ordres respectifs nm — p et n+ 1 on peut écrire en un 
point P de Ox,, par la formule du quotient de deux développements en x, 
limités, 


dans chaque cas les dérivées + Pour cela, cherchons d’abord une 


Ju CP; up) ef (P; up) 
te ey a et pay — a}, jp Up(O)+ AP, or. ‘ .+ Aix? +o(x) 
) ; ; 4 


avec a, = ku kul), Asie, A étant des expressions entiéres par rapport aux 
coefficients (ky, excepté) des développements de Ii (P ; w,) et 15,,(P ; 1). Ces 
coefficients sont des dérivées normales à des HectoHelles près, donc entières en 
D,, D., ..,, valeurs des dérivées successives de u, et 3 en O (n°5 E’ in fine). 
Ghaqiie quantité A sera donc un polynome entier par rapport aux D, avec des 
coefficients ne dépendant que de p et p. 


Donnons à f4 des valeurs p,, p., ..., et envisageons la fonction 


à Ju (P; up) Ju, (P;u) 
‘pa A a PES ), = —— 
Jutp(P; 1) Susp (P 5 1) 


Ne ; ’ “ts 
il est manifeste qu’on pourra prendre assez de termes et choisir les À de facon 
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qu'on ait, quels que soient les D, 


| Aah + Agate+...= pl, 
MA, + Ay Abe, +. » SA, A+... =...=0. 


Les D; étant, en effet, en nombre limité, les identifications nous donneront 
des équations linéaires par rapport aux À, lesquels on pourra prendre en 
nombre suffisant; le calcul sera d'autant plus simple que n sera moins grand. 

La fonction U, admet des dérivées normales en O jusqu’à l’ordre n, d’après la 


note pp du problème II, et comme son développement limité est de la 
forme — u,(0) + o(x*), elle vérifie bien les conditions imposées. Pour ré- 


soudre le problème III lui même, il suffit alors de poser 
U=U,+U,+...+ U,, 


U, étant la fonction V, introduite plus haut. 

Bien entendu, le calcul se simplifie si S est plane (dans les plans des x,, ... Xm) : 
il suffit alors d’envisager le développement de æ#+?J, (P: u,), et non plus celui 
d’un quotient. 


Remarque. — D'après l'expression de U, et la propriété F, si les dérivées 
d'ordre n —p des fonctions w, et les dérivées d'ordre n+1 de s vérifient (Hx), on 
a U'"+1) — O(d8-), Ul étant une dérivée niè"e quelconque de U, et U" vérifie (Hg) 
entre un point de S et un point P de la normale correspondante (ici p est > n 
ou impair et 6 est le nombre défini au n° 5 F). Les valeurs limites de U™ sur S 
vérifient aussi (Hg), puisqu'elles sont linéaires par rapport aux dérivées des 


om 


fonctions 3 l [vérifiant elles-mémes (Hg)]. Par suite de ces deux pro- 


os 


priétés, (Hg) a lieu entre deux points quelconques de D+ S : cela résulte à 


nouveau de la démonstration D. 


III. — Le probléme de Dirichlet résolu par une quasi-fonction de Green 
et une équation intégrale. 


Nous envisageons tout d’abord le cas de |’équation linéaire (E) 
du n°1. 


7. La fonction de frontière. Choix de la quasi-fonction de Green. — 
D’après ce que nous avons dit au début du n° 5, ce choix se ramène à 
celui de la fonction Wi. Or il est un cas où cela est fort simple, c'est 
celui où la frontière est un plan indéfini et où u est une fonction 
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harmonique : si P, est le symétrique de P par rapport à ce plan, 
la fonction de Green elle-même du problème de Dirichlet est 
Pooks |". Ici done West |P,II|*-", .ce qui peut s’écrire 


n 


(+ 4d0) *, d et à étant les distances de P et II au plan, avec 
r==PIl(ear] PIT} —r° vaut 4dé dans le triangle PIIP, ). 

Nous inspirant de cette forme nous allons, dans le cas d’une 
frontiére S quelconque, chercher a déterminer une fonction de fron- 
tière s(P) [ généralisant la fonction d], nulle sur S et positive dans D, 
telle que, en posant[c/. (3,)]| 


= 00), o=s(Il), wis Ste a) 3,.=35+ 4se, 


nt 


i . . . 
la fonction Wi! —S, * satisfasse à notre objet. Nous aurons alors 
comme quast- fonction de Green, nulle quand P est sur S, 


(71) VIzS 2-9, 2, 


Remarquons dès maintenant que la formule des accroissements 
finis nous donne aisément 


ne 


(Fe) tk SRE psoas as donc VIS (2m — h)so35S me 


Calculons les dérivées premières et secondes de V en employant la 
notation de Lagrange : 


m a —— 
rete = à 3 In (9,4 hes',) |, 


a m(m— 2) | = = 
En. cq 2c!’ © io 2©œ 
\ Dit — 4 ~ Sgr ay — do ; (Soe, eed (x, 4os',) 


avec 
J, 2X Aix (IT) (xx — Ex) et Sr, 2 Ai; (Il). 


Formons alors @,V, en posant Aa, = a;;(I1) — ai;(P) et remplaçant 
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a;(P) par a;;(I1) — Aa;; chaque fois que ce coefficient est en facteur 


de A; (IT), afin d’utiliser le fait ue 2i(a,;Ax)q = t pours = &, et o 
pour / 4k. Il vient aisément [ avec a} = a,,(P) et Al’ = A,,(II)] 


om —2)ol 2m 
EN = moe | os+ S [s — X(2;— Ess, — oËa;;s,, x) 
== 2 
Se 6 
m nt m nt 
m--2 Be ( ee on) oy 8mnmos,.s 
- È Aa;;| 4A; ( 5, aes NES :)S a - 
J = 22 a | m 


Nous allons supposer que la fonction s satisfait aux conditions 
suivantes : 1° ses dérivées premières vérifient (Hz) dans D+ S et la 
relation La;;5,,5,—1 sur S, qui s’écrit aussi s/La;;a;a; = 1 (d’après 
Peu), d'où 

Os I 
ee AVEGH EL == Dian re (ue 
eh, aft a 


2° s a dans D des dérivées secondes valant O(d*-') : elles valent 
2 we) , A Ss à . . 2 re, 

aussi O(s*-'), car s’, 4 o entraine que = reste fint et différent de zéro. 

Nous utiliserons souvent cette dernière remarque, qui nous permettra 


ad’ employer indifféremment s ou d dans les limitations. 
D'après ce qui précède (n° 6, problème II, seconde formule 


avec p= 1), la fonction 


4 I" ( cy on 
s=f,[J,(P; fF) =, | fi PM" V4 au avec A,= 2 
’ 2 


satisfera a notre objet sz les a;; et le champ des normales vérifient (H:). 

Voyons les conséquences des propriétés de s. 

La formule des accroissements finis s—o=X(a;— =i) ae 
point (y:) étant entre P et II, entraîne |s—c|<(K)r< v5, avec 
r= PII, v étant un coefficient qu'on peut toujours supposer > 1. 
D'où 


s 
VS+4ss V(s=3}+4ss Sr 


done s=,* et, pour la même raison, 5?, * sont bornés. 


1 1 
ne 


3 à i ai 
(1) Pour toute fonction + constante sur S, on à = are, done (nl, note(?)) -y = =. 


6 
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D’autre part, le coefficient de aoe dans le premier crochet de ®,V, 


peut s’écrire ; ay 
Z(zx:— ti) (s,, — 3) ae O( Laij$r,82,~ 1). 


D’après les hypothèses faites sur s et les a;;, on a 


LD 


ls sl <(KR)r<(KRIF et  |Zaysuse, 1] <(K)s$. 


2 


1+8 
Le coefficient étudié est donc limité par (K) 3 gt + (K)s°o. 


1 
Remarquons enfin que UE 3. et 5,°5:, sont bornés et qu'on a 
d’après (72) 


m m m m 


m 
+ wi F< amse ate er 3 2.9," %<(am+hjsodstS Du 


Réunissant tous ces pe le lecteur en conclura sans peine la 
limitation du noyau gF, Vi introduit dans le n°1[c/.(1,)]. Pour simpli- 
fier l'écriture nous poserons qVii' = VE. La limitation trouvée nous 
permet alors d'écrire 


m 


ae! B—m 
(73) Fp vi— ol ocis-15: * 24+ KS, °S 2 eT 
S 


en désignant systématiquement par la notation K des fonctions de P 
et de Il continues dans D (sauf peut-être pour r=o) et bornées 
dans D +S. On ramènerait aisément par des itérations ce noyau à la 
forme os~'K}'(K borné) qui conserve un sens à toutes les intégrales 
des déterminants de Fredholm. Mais nous emploierons un autre 
procédé plus loin [ formules (8,) et suiv. ]. 

La solution du problème de Dirichlet, pour l'équation (E) du n° 1 
est fournie par les formules (1,) et (1,) : 


, 


(75) | Up= V8 90 dog + 4e 


(75) ES i [ FrvRo0 dog= Fry — fr = Sp ayec A=1, 
“Dp 


7, étant une fonction de P prenant sur S les valeurs données; ainsi 
2 l’ + + c pars 
que nous l’ayons dit au n° 1, nous allons vérifier qu’on peut poser 


; cia ov l 
XP NT ull ASTT, 


EE . 
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en prenant ici II comme point d’intégration sur S. Or on a, en tenant 
compte des = o (et dea,,= 2h,), 


ave 5 Oc “ Oc dc 
ONn À ON? , ON = ua TE =v ahi 


Il nous faut donc montrer que l’intégrale 
Sas m 
se fn (uVT dS) 
Le) 


tend vers u, quand P tend vers un point O de S, que nous choisirons 
comme origine : uw étant supposée continue sur S, nous pourrons 
prendre P sur la normale en O [cf. 5 A, note (')]. 

Faisons, au point O, le changement de variables (T) du n° 3, qui 


transforme 3,(P,II) en PI (les lettres accentuées et non accentuées 
se correspondant). Deux éléments de domaines homologues, ayant 
-leurs bases dS et dS’ respectivement sur S et S’ et pour hauteurs dn 
et dn’, sont égaux : dSdn=dS' dn’. D’autre part, © devient, dans D’, 
une fonction dont la dérivée normale est égale à un en O, d’où 
dn'= do(1+ 7), n étant nul en O, donc 


__ dc grind dS'(i+n) 0) à 
dS =F (140) dS'= aes 
_et par suite VW dS = dS'(1 +7). 
D'autre part, la formule es =1 en O permet d’écrire s =d'(1+ <), 


d' étant la distance de P’ à S’ et < tendant vers zéro avec OP’, Enfin, une 


formule analogue à (3,) nous donne Sj,=| PII’ |~”"(1 + 7/), 1 s’annu- 
lant avec OIT', et ceci en supposant szmplement les a;; continus. Notre 
intégrale s'écrit alors Æ"(1+e)L[P'; w(1t+y)(1+7/)], qui tend 
bien vers wv, quand P’ tend vers O ('). 


8. Résolution de l'équation intégrale du problème. — Cette équation 
est (7;), mais rappelons d'abord les hypothèses sur les coefficients 


(1) Bien entendu, comme nous l'avons dit à la fin du n° 1, il peut se faire que 7 soit 
une fonction obtenue sans quadrature. 
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de l'équation aux dérivées partielles. Nous pouvons prendre son pre- 
mier membre sous la forme (4,), c'est-à-dire envisager l'équation 


0 
(8) Fu=Eu+Ib+eu=f, 
i 


& désignant l’un des symboles (4,), (4:) ou (4,). D'après ce que 
nous avons vu à la fin du n° 4 [formules (4,) et suivantes], la solution 
du problème de Dirichlet sera donnée par (7,) et (7;) si 9 est continue 


et si f ®osra( P,Q) oo du, a un sens, ce qui aura lieu si les a;; véri- 
D 


fient (Hz), les b;, c, f étant seulement supposés continus, de façon que 
le second membre de (7;) soit continu dans D; mais il nous faut 
examiner comment celui-ci se comporte au voisinage de S, donc 
étudier 


(8) Fr = Fly = [ Fev ur aS; 
Ss 
en posant pour abréger 
His 
OND — VX. 


Or Ÿ, est identique au résultat obtenu en dérivant Ÿ par rapport à 
Nr comme si les A;; (Il) étaient constants, puis faisant 5 — 0. Tenant 
OMp V 
“ONT” 


compte de cette remarque pour calculer @,%,, égal à q on 


trouve en se reportant à l'expression de @,V (p. 75) 


ID~V RES ET) be Vies Big! 
Wey Tm — Hs FARE EE 
1 


t 
m à =; 


Le premier terme du crochet vaut O(s-") et les autres, d’après ce 


3—1 j 
as rare OV Aah 
que nous avons déja vu, ols |. D’autre part, en et VY, valent 
#1 


9 


_m 1—v7n 
respectivement o(z :) et ols : |. D'où (JC, et KK, étant analogues 
à JC, et K,) 


_m G—4 
Fp VN—= 3 (3e! s 14 KS 2 ). 


x Ma Lé ee 
AY es 
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a 
Tenant compte du fait que s 3 * est, comme a7“, borné quand II 
est sur S, on déduit de là et de (8°), ON étantle maximum de |u| surS, 
ne 


(8) Fp4 < (Kyonst+ f sz? dS<(K)ms8—, 
Ss 


Le second membre g de (7;) s’écrit donc s*-?g, la fonction g étant 
continue dans D et bornée dans D+ S. 

Pour avoir une notation en harmonie avec la lettre c, remplacons 
dans (7;) Q par II, qui est donc ict le point courant de D. En posant 
9g =s-'9, l'équation devient 


© À © 2 = 
(8;) Op — à f 2 Fr von don = sgp— s°—' Zp. 
D 
Or, d’après (75), 
S IL Ale eae B—m ; ; 
i GP 4 5i De =< 28 T9 23a 2) ye > 
(8) che JUS * 4 Kes 39 B-myçil (1) 


(r—PII). Nous avons donc à résoudre, pour À = 1, l'équation de 
Fredholm 


(85) op — igs: Koy dot = sb! Dp, 

D 
dont le noyau est classique et admet une résolvante de la forme r°—" KA 
pour toute valeur non singulière de À. 

On peut d’ailleurs présenter la chose autrement en partant de la 
relation fonctionnelle [déjà rencontrée : cf. (1,)] entre le noyau 
F,VIT(— qF,V}) et sa résolvante ob. En posant D— 5 '0 D, cette 
relation devient 


ee Ss Ss 
Dod [PF v8. oF dog + = Fr vp 
p°Q 


® est donc la résolvante de : F, VE, donné par (8,), et celle-ci est, 


. ee on Rom well 
comme nous l'avons dit, de la forme r#-" KE : done D = sar" K. 


od vy 
5 F g\i Les ee: AE 
(:) Plus généralement on constate sans peine que ip Ver (2) r3—m KH avec 1— psy. 
Ce 
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D'où l'expression de 9 (qu’on peut aussi déduire de 8;) 
(8) Pr—=8gP+ [ OF or don — 38 |e + si-8 sk oh pb—m CP or dont | ; 
VD ; D 


en faisant A=1 et supposant que cette valeur ne soit pas singulière. 

Étudions V’intégrale du dernier membre : elle conserve la même 
forme si l’on remplace s et s par d et à, distances de P et II à S. Soit 
alors plus généralement l’intégrale 


(8) ferré" dy» (o<f'<1). 
D 


Il suffit d'envisager un petit domaine d'intégration D’ commun à D 
et à une sphère de centre O, pied de d, et de rayon ¢’, en supposant P 
intérieur à D’. Supposons d’abord que la portion S’ de S intérieure à 
la sphère soit plane et décomposons D’ en deux parties au moyen de 
la sphère Z’ de centre O et de rayon ad. L'intégrale relative au 
domaine intérieur à Z’ se transforme, par une homothétie de centre O 
et de rapport d-', en d*-* multiplié par une intégrale finie. D’autre 
part, dans D’ — 2’ ona OI < 2r, d’où une intégrale limitée par 


Kf 8-8’ | OIL |8—" de, 
D’— 2? 


que nous évaluerons en utilisant des coordonnées polaires de pole O : 
a savoir OIT—£ et les coordonnées du point où OIT perce la sphère 


+p’ 
unitaire 5, de centre O. Nous obtenons ainsi le produit de Î p8-8'—' do 


2d 
par une intégrale finie étendue à une portion d’aire de 5,. Il en résulte 
que l’intégrale (8,) est finie pour 8 > (et tend vers zéro avec pe’ 
pour D = D’); elle vaut O( £d) pour 8 =8' et O(d**’) pour B < 8’. 

S’a été supposée plane, mais on ramène aisément le cas général à 
ce dernier en utilisant les axes [0 | : Ox, normale et £, = (Es, ..., ay 
équation de S'[ef. 5 A, LAS 1j RER Fe que |6,—z3|est <(K)e 
et paeoast comme variable . — 5, 53, .:., En, on voit facilement que, 
sir’ correspond ar, on ar’ < (K)r et l’on est ramené au cas précédent. 

Le produit de (8;) par d' tend donc vers séro pour + positif > 8! — 3. 
Ceci se présente dans le crochet de(8,); on a donc 9 = 54-24, y étant, 


SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU TYPE ELLIPTIQUE. 81 


commeg, bornée dans D + S et continue dans D. D’après (7,) et (7:), 
et aussi (7:), nous avons alors 


m 
FEES 
2 


(83) ups f vein don + XP avec vil gh < (K) sobs ; 
D 


3 1-8 tee ‘ 
ceci est <(K)(2) ré", en utilisant à nouveau le fait que = et 2 


sont bornés. L’intégrale de (8,) rentre donc dans le cas que nous 
venons d'étudier avec y = 3’ = 1 — 8. Elles’annule(y > B/— 8) quand 
P vient sur S: donc u, prend bien les valeurs données sur S. 

Le problème de Dirichlet est ainsi résolu pour |’équation (8,) dans 
les cas non singuliers : nous étudierons plus loin, à propos des 
systèmes d’équations, les cas d’exception ainsi que la question d'uni- 
cité. Notre méthode ne nous renseigne pas sur ce dernier point, c’est- 
à-dire que nous nesavons pas a priori si la solution u est nécessai- 
rement de la forme (7,)('). 


Remarque. — D'après les formules (7,) et suivantes, on a 


D<(K)soSS ? 
et 


m nt 


(8,) (| (Kj soos! [Sp S12 4 (KR )aS T2: 


Si b; = O(s*') et c, f= 0(s*-*), les termes de F, VE qui contien- 


nent b; et c sont limités par (K) 2 "(cela résulte, une fois de plus, 


S SA x 7 \ = . (ieee 
de = et à POrnés ) et le second membre de (8,)s’écrit encore s%"'g. 
2 V 


(2) La limitation de + peut être utile. Or | g| est <(K)2R +(K)F. avee [Ji <F; 
d’où, d’après (85) et suivantes, | 9 |< s8—2[(K)9R +(K)F], les (K) ne dépendant ici 
que des coefficients du premier membre de (8:). 

On peut aussi remarquer que le second membre de (7;) se compose de deux parties, 
la première obtenue en supposant f= 0, la seconde en supposant x = 0, c’est-à-dire les 
données nulles sur S. Soient 9, et w,, o2 et w, les fonctions données par (7:) et (75) et 
correspondant respectivement à ces deux cas : wu, est la solution de ¥ = o prenant 
sur S les valeurs données et w, la solution de ¥ = f s’annulant sur S, avec u = ui + Up. 
On a |o,|<(K)ON, d’après ce qui précède; en posant 9: = s3—! 9, on obtient une 
1-8 


équation en 92 dont le noyau est (2) “ F% et se comporte comme r3—” : (l’où |, CRIE 
et, par suite, || <(K)s8—29 +(K)s8—1F. limitation plus précise que la précédente. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fase. |. 11 
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Par suite, le noyau F,VH de (8;) aura la même forme que précé- 
demment et nous aboutirons de nouveau à l'équation (8,). Le problème 
de Dirichlet est donc résoluble dans le cas où les b;et lesc, f sont continus 
dans D et valent respectivement O(d?-') et O(dÿ?). 


9. Le problème de Dirichlet pour les systèmes linéaires. — Nous 
envisagerons le système (2;) de x équations à 7 fonctions inconnues 
U,, ..., U,, données sur S, en généralisant l’ensemble des termes du 
second ordre de chaque équation au moyen de l'opération &'u, définie 
avec les ai. comme & l’a été au n° 4 avec les a;;. Nous avons donc le 
système 
(di) Guy + Tiibk xe + cu — 1% 
avec 7,7 —1,...,meth,k—1,...,n,etnous supposerons dans D +S 
les a’, vérifiant (Hg) et les autres coefficients continus. De plus, pour 
chaque valeur de #, la forme Xa,X;,X; est définie positive et de discri- 
minant égal à un. 

A chaque équation (9,) correspond alors une quasi-fonction de 
Green (V“)!! formée avec les a}, exactement comme dans le cas d’une 
seule équation [c/. (7,)]: en particulier chaque pee s, se déduira 
de l’expression de s en remplaçant W par W* = Xa/.a;«;. De même 
on mettra u, sous la forme de la somme d’une intégrale valle sur $ et 
d’une fonction +, prenant AE: valeurs données de w, sur S : on posera 
donc, avec %,(P, 11) — g(V' 


P —— 21 ) Ve 
(9) ug y= fou » TW) 94 (I) don + x (P), w= oe uk (I) dSr, 
‘ ONT 


En écrivant que les u, vérifient le système (9,), on trouve immé- 
diatement que les 9, sont solutions du système d'équations de Fredholm 


(93) qx(P fiat RCP, IE) ) ga HT) don = 3, Fizn— f= gx(P), 
D 


tS A , « + . 

en désignant par Fiu, l'ensemble des termes de la 4ème équation conte- 
nant u, et ses dérivées (6 pouvant ici être remplacé par @). F*%, ne 
“7 ve 


contiendra done les dérivées du second ordre, Cc est- -a- dire È L;;a; ao “0 
‘7 ze; 
à 


que pour h = k seulement. 
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Or il est facile de ramener le système à une seule équation intégrale. 
Imaginons, en effet, un domaine XD constitué par rdomainesD,,...,D, 


identiques à à D, et désignons par P, et II, les points dan avec P 
et If dans D,. Nous poserons 


Spy Sx(P), p,— PP), Sp, &x(P), RIT ÉVa(P; IT). 


La fonction +, qui admet une détermination dans chaque domaine D,, 
est alors solution de l'équation de Fredholm 


(9:) Op — a oon don = xp avec A=1. 
“Ep 
Le noyau Jt admet n° déterminations de la forme (7,), et ces 
déterminations multiples constituent la seule différence que (9,) 
présente avec (7,). Nous avons donc pour À —1 une solution 9 
analogue a (8,) 
(9:) Gp= Sp + DE en dwt. 


Xp 


® étant de la forme s "or "XK; x! et À —1 étant supposée valeur non 
singulière. ® admet aussi n° nt ent Re 


Remarques sur divers cas particuliers. — Lorsque les a;; sont 
lipschitziens dans D +S et ont des dérivées premières continues 
sur S, et que = a des dérivées secondes continues, la fonction X, est 
nulle dans le noyau (7,) et 5 — 1. D'autre part, si les aij sont pourvus 
des dérivées secondes figurant dans @, on pourra poser 5 = =,(P, Il), 
et alors dans @, V (p. 45) Ja seconde ligne disparait. 

Si, en plus de cette derniére condition, le domaine D est représenté 
par Yp>o et S par d,— 0, Ÿ étant une fonction pourvue de dérivées 
premiéres et secondes, et aussi de dérivées troisiémes valant O(y*'), 


on pourra posers = }p[ La;;(P)v.,v., + vd, ais y étant choisi de telle 
sorte que le crochet reste positif dans D. 

Au sujet de s, nous observerons également qu’on peut la définir 
comme Dre de Pet de Il, en supposant 2 La;;(H)s,,5,—1 quand P 
est sur S. Il faudra alors, dans l’expression de ,V, prendre les aj 
en IT and la première ligne et ajouter à la seconde des termes 
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en Aaÿs,s,, ce qui ne modifiera pas la forme (7,). La fonction s 
sera donnée par la même intégrale, sauf que W, sera remplacé 
par La;;(II)(a;«;)y, et la fonction x correspondante prendra encore la 
valeur uw sur S (même démonstration). 
_ Cet autre choix de s permet, dans le cas où l’on donne la fonction 4 
envisagée plus haut, de remplacer a;;(P) par a;;(II) dans l'expression 
ci-dessus de s, les a;; étant alors supposés seulement hôldériens. 
Notons enfin qu'il y a d’autres cas où l’on peut écrire sans quadra- 
ture la quasi-fonction de Green : par exemple si les a;; forment une 
matrice unité et que S soit une sphère, on prendra comme fonction V 
la fonction de Green classique de la sphère. 


Coefficients infinis à la frontière. — De même que dans le cas d’une 
seule équation, la forme de JU et g dans (9,) n’est pas modifiée si 
les bj, et les c}, f* valent respectivement O(d*') et O(d**). Notre 
méthode s’applique donc au probléme de Dirichlet dans ce cas. 


IV. -— Les problèmes mixtes linéaires. 


Commençons par le problème de Neumann pour l'équation (8, ). 


10. La quasi-fonction de Neumann et le point-image. — Quand 
S est plane et # harmonique, la fonction de Neumann est 7?-"+ ère 
avec PI =7r et P,I—7,, P, étant le symétrique de P par rapport au 
plan : elle est la somme de deux fonctions dont les dérivées normales 
se détruisent. 

Dans le cas général où S est frontière de D et u solution de (8,), 
nous appellerons pornt-image d'un point P de D un point P, extérieur 
à D, coincidant avec P quand P vient sur S et tel que, st P subit à 
partir de S un déplacement infinitésimal dP suivant la conormale, on ait 
vectortellement dP, = — dP. Par suite, si f(P) est une fonction de P 
et qu'on pose /,(P) = /(P,), les dérivées conormales de fetf,enun 
point de S sont équiopposées : ceci a lieu en particulier pour =et=,, 
en posant 

$=Srn(P, ID el A=os on (Py. I): 


SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU TYPE ELLIPTIQUE. 85 


Les coordonnées de P, seront de la forme x! = ae avec x, = Ty 
Been ee de oi So = te 

oa ay SU nc ¥,=o0e = — ae 
dont les coordonnées diffèrent de valle’ de P, de quantités infiniment 


petites par rapport a d est aussi point- EEE: 


“sur S. Tout point 


d 
Montrons maintenant que Æ et = ou, ce qui revient au même, 
Vi V 


“et 2 et — sont bornés (r = PII, r, = P, IL). Il suffit évidemment fe l’établir 

pour P et I voisins du pied O de det pour le point-image particulier P, 
OVE 

qu’on obtient en remplaçant y, par (oe De d, premier terme du déve- 

loppement de y, sur OP : alors P, est l’image de P par rapport au plan 

tangent T en O, c’est-à-dire que PP, est parallèle à la conormale en O 


et le milieu de PP, est dans T. 
Cela is nous remarquerons qu'on a PII < PP, + P,IT, c’est-a- 


dire 7 < = er, 0 étant l’angle de N et de T : donc d=O(r,) 
entraine = O(r, ). Or si P et II sont d’un même côté de T, dest <7r,; 
sinon, d’après pit tie sinw (w ape de OP, et de T), il suffit de 


P, , inOHP, : 
Pi aD, HP OI et sinP,OII a 


une limite inferieure voisine de sinw. . ou ie O(r,). 
Les propriétés imposées au point-image doivent être complétées par 
m 


la suivante : Oso, à; qui est fini quel que soit IT pour tout point P 
intérieur à D, doit présenter, quand P et II viennent se confondre en 
un point de S, une singularité d'ordre < m. D'une facon plus précise, 
quand les a;; et le champ des normales sont hôldériens d’exposant 8, 


ona : 
(10,) Ops, = O(r3-”) —+- O( dé! age 

voi : Ok 207} : 

Pour le voir, sg d’abord on: 88 valeur est — aN? ce qui, 


d'après I’ be de 5 ~[n° 1, note (*)], est égal à — UW). Par suite 


(note du n° 7), oe =— ie Woe 


Les coordonnées du point-image V, sont donc 


| f Ove en S 
TR = LR + Vk Pos et — Fe = — TT sur à 
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Nous supposerons de plus que les dérivées secondes de y, valent 
0(d*-') dans D et que les dérivées premières vérifient (Hg ) dans D + S. 
Les formules du n° 6 (problème II) permettent de réaliser toutes ces 
conditions : nous prendrons par exemple 

RS NP EN) 
TESS TRAP Oe? 


Cela posé, calculons les dérivées secondes en (x;) d'une fonc- 
tion u(P,): 
du D du dxh dx} du dzx4 


Ox; Ox; — u Ox) 0x) Ox; Ox; Hé. x OL Ox; 0x; 
Pour u—=S ?, le second groupe est composé de fonctions 
O(d'*r\-”). Quant au premier, si nous formons ®,u, il nous donnera, 
ff A PURES dx} = 
comme coefficient © Satan} 4 Ge, az, 
coefficient en O, pied de d, en remarquant dès maintenant qu’on 


obtiendra sa valeur en P en ajoutant une fonction O(d#)[ d’après ce 


m 


- Calculons la valeur de ce 


qui précède] ce qui, pour u—S, *, donnera dans , des termes 
limités par (K)dôr;", donc (K})r°-”. Or, en O, 


Ov, Oy: k 
SP Ts = A on ’ 
d'où 
0. | At 5 | i ee 
ae Ca tee + a rs SL pour izk 


et des formules analogues pour x,. Le calcul du coefficient en question 
au point O nous donne alors immédiatement 
rare ee Y. à 
ri Zijaijaix; — ee Hi - nn Dj Kj %j + ax(O)= ay(O), 
puisque 
; à W 
Za;a,a;— ¥ el Eaux; — = 
m 


Her est nul 
RES 


m 


Donc, en remarquant que Éa,/(11) 


m Le 
1— — 2S 
> à ors 
Ops, "—2{au(0) : ax (I) | i] 


oh TASS, + O(pb—m =e ae 
“ dx} Ox trie) O(dB-: rim), 
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Or le premier terme du second membre vaut O(r’—"), et il nous reste 
la formule (ro, ) [dans laquelle r, peut être remplacé par r|. 
Dès lors, la quasi- fonction de Neumann est 


(102) Vis ‘es, ae 


dont la dérivée conormale est nulle quand P est sur S ('). Nous pose- 
rons à nouveau ¥,'= g Vi! et nous aurons (s pouvant d’ailleurs être 
remplacé par d) 


(10,) Fp: Vp i x, 3 L plo Ke: pone, 


La fonction 5, est supposée positive : elle l’est certainement quand P 
est voisin deS, P, étant alors extérieur à D. Si elle s’annulait ailleurs, 
il suffirait de la modifier en lui ajoutant une mens a supérieure 
à 2 de façon que la formule (10; ) subsiste, par exemple As", le nombre À 
étant choisi de sorte que la nouvelle fonction S, reste baie: 

Il nous reste à montrer, d’après ce que nous avons dit au n° 2 
(form. 2,), que l'intégrale 


(10, ) oo [eon esi - a fle F437 eas 

vs Ss 
admet comme dérivée conormale «, en un point O de S. Pour cela 
prenons P sur la conormale N en O et cherchons, quand P tend vers O, 
la limite de la dérivée de 7 suivant la direction N. Soit P| (x;+y;) 


le symétrique de P par rapport à ©. Si » est l’abscisse de P sur N, 
6 ) d , 
ee d'où y,=y, + O(d'*) e et + = a + O(d"). 


Oy; 
y, est égale à v (3 


(1) Remarques. — 1° Si nous explicitons LA;;(I1) (:r} — E;)(x} — &;), nous avons un 
terme EA;;y;7; qui s’annule sur S ainsi que ses dérivées premières, la dérivée normale 
seconde étant ne : on pourra done-remplacer ce terme par (vorr p. 71) 


BTP; WH2 SA, (I) We, Wa, |[ 24s CP: DS 


sans que la formule (10; ) soit modifiée; 
2° Si l’adjointe existe ainsi que la fonction 4 (vocr n° 9, Remarques), on prendra 


Lk = — 2%; be, [ Zaiz br, in, + vb jag 


U nt 
ESS an . a x » ds : 
3° La fonction 3 ?—S, ? est quasi-fonction de Green pour le problème de Dirichlet. 
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On en déduit facilement que 3, = 3n(P;, H)+ 7, avec 7 = O(d'*r, ) 


et = = O(dér,). De la, d’une formule analogue à (7.) et enfin de (3, ) 


or 
a 7) 
on conclut sans peine (les a; ayant leurs valeurs en O dans oN) 
a sci pe ee oa 
als" +! | ë al st 2(P,M) +35 *(P:. n)| Pe re 
ON ON 


La partie de l'intégrale bes contenant O(dèr'-") est comparable à 


une intégrable dÿJ, et par suite tend vers zéro avec d. Faisons, dans le 
reste, la transformation (T) relative à O (p. 47): S devient S’ et N la 
normale intérieure n’ en O aS’. Sur Net n’, y est une fonction de s et 


dy __ dy Os Ox Ox Os ar a 


a OR EE: avec x, SVE en 0. 
D'où, quand P vient en O, s gr 
ONY on” 
D'autre part dS = * FT dS'(cef.n°7 in fine). Enfin 54(P, I) et $o(P", Il) 


deviennent | P’II’|? et | Pi Il’|?, P’ et P| étant symétriques par rapport 

à O sur la normale, de sorte que dn'— — dn’, dn’ et dn’, étant les 

valeurs algébriques de leurs déplacements correspondants sur n’. 
Nous sommes ainsi ramenés à chercher la limite de 


0} P° Ir’ [2m 0| P'IT' EL ; , 
Al on e fu + a 


quand P’ tend vers O : or ceci est la discontinuité de l’intégrale 
O| P’Tl’ bead ; ~ 
if saa ame ig + n)v dS', 


c'est-à-dire de la dérivée normale (intérieure) d’un potentiel de simple 
couche de densité g(1 + n}e, et cela quand P’ traverse S’ de l'intérieur 
vers l'extérieur. On sait que cette discontinuité a pour valeur 


RER Re 
(m ne 2 )Gn Vo: D'où (54) = Vo: ; Q. E. D. 


11. Résolution des problèmes mixtes simples par une équation 


CEE 
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intégrale. — Voyons d’abord la solution du problème de Neumann 
pour l'équation (8,) : elle est donnée (y étant l'intégrale 10, et ¢ la 
dérivée conormale donnée sur S) par les équations [cf.(7,) et (7;)] 


up = f Von dun + xe, ee à f Fev en don= Fr — fo 
D D 
(111) < avec 
| Fox =— [ Fe Von dSu et EST? 
s 


et, d’après (10;), #y est limité par une somme du type J,_,+ d*-'J,. 
D'autre part, l'expression (10,) du noyau F, Ve nous montre que 
les noyaux itérés rentrent dans le type s*—' J, avec 


(112) p= f 6-F| PM em IQ 1m oc aC door 
Ss 


(B'<1, pet p> 8B’). J conserve un sens quand P et Q sont distincts, 
même s’ils sont sur S : cela résulte de ce que nous avons dit de l’inté- 
grale (8,) [cas où $ est > B’]. D'autre part, le cas où P et Q deviennent 
infiniment voisins en restant éloignés de S est celui des noyaux itérés 
classiques [| |< (K)|PQ|***~” pour d, et dy >/]. Il n’y a donc lieu 
d'envisager la limitation de J que lorsque dp, dy et R (en posant R = PQ) 
sont suffisamment petits. 

Pour cela considérons la sphère Æ de centre P et de rayon 2R : l’in- 
tégrale J, relative au domaine £, commun à D et à & se transforme, 
par une homothétie de centre P et de rapport R~', en 


Reee—Bom f 9-F| PI Jem IY fm ach cf dom 
1 


les lettres 2, II, Q, ... accentuées et non accentuées se correspondant 
dans l’homothétie, donc PQ'— 1. Or, d'après ce que nous avons dit 
plus haut, l’intégrale de cette formule est bornée quelle que soit la 
position relative de S’ et de Z (remarquer que, R étant borné, S’ possède 
un champ de normales hôldérien comme S). D'où J, = OCR"), 


Passons au domaine D —X,, pour lequel on a PII 2R et 
aussi im <2..Si y est un nombre fixe <1, on peut déterminer un 


nombre A, tel que, S* étant la surface s = 2,R, on ait o<2(1—y)R 
Ann. Ec. Norm., (3), LU. — Fasc. 1. 12 
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pour tous les points IT situés entre S et S*, et 6 >(K)R dans la région 
restante de D —X,; dans cette région l'intégrale J correspondante, 
que nous appellerons #,, est donc limitée par 


( K) em | Pi |p pane dott <a (hk ) Rpety'—3 1, 
D 


— 


Supposons maintenant II entre S et S° : si M est le pied de à, ona 


» 


PM<PH+0< QUE a sR) SPH — Y) 


et 
PM> PI -5>2YR; 


l'intégrale J, correspondante est donc limitée par 
(K) f 3-3) PM (uv dort 


et cette derniére intégrale, étendue au domaine compris entre S et S*, 
est elle-même moindre que 


CROIRE f | PM [e+e dSy, 
S—S, 


R'~* provenant de l'intégration de 5 * (') et S, étant la région de S 
pour laquelle on a PM < 2yR (région exclue, d’après PM > 2yR). 
Des lors, pour d>yR, ona 


if et cl O(d-’ | 
— >. — - — —V 
J eee MP: = OE) = OR) 


avec y= m +1—.— wu’, Pour d CYR, nous appellerons $, la région 
de S où OM < YR : on a alors PM < PO + OM < 2yR (avec PO = 4). 


5, appartient donc certainement à S, et, comme 
peut ecrire, OM étant > yR dans S—S,, 


i ds Su dSy 
ae SPM pees M Et a UL SK fl OM | THAT ane RTE 


Pu est borné, on 


| 
(') Ceci est à peu près évident, On’ peut, pour s'en convaincre, décomposer le domaine 
en domaines partiels pour chacun desquels un système d’axes [0] peut être utilisé comme 
pour (8;), ce qui donnera la limitation indiquée. 


pt 


M Se de l'A 
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Au total J,=R'-*O(R~) = O(R*#—É—") et ceci est vérifié aussi 
par J, et J,, d’où 


(113) IP | PQ [u+v 8" 58 


Appliquant ce repaltar à à l'itération du noyau (10,), on voit qu'il 
faudra composer avec #1, VF, d’abord K, 58-171", puis K,7r°-", Ces 
deux opérations nous STE ET deux noyaux des types respec- 
tifs s°~' JR et JP, pour lesquels » + wu’ — B' aura la valeur 1 + B dans 
la premiére opération et 28 dans la seconde, ce qui, au total, nous 
donnera le type K,s*"'r'+8-" + Kr? (en rétablissant Il comme 
second point). L’exposant de r a donc augmenté de B et, au bout d’un 
certain nombre p d'itérations, on arrive à un noyau N° de la 
forme 55". Il se prête aux formules de Fredholm et admet une 


résolvante l,(P,11; À) de la forme s?- ee 
F, et D, étant des fonctions entières An analogues aux 
Ten de Fredholm relatives aux noyaux bornés (cf. Goursar, 
Analyse, t. Ill, et, pour une étude générale de noyaux non bornés, 
G. Giraup, Bulletin Soc. math., 1933, p. 2 à 17). 

Il résulte de là, suivant les raisonnements habituels à la théorie des 
équations de Fredholm, que la solution de notre équation intégrale 


sera donnée par 


gratin f TP, Il: 1) Art don 
p 
) avec 


Haha ie FLN as errant, 
D 


Fy étant donné par (11,) et valant o(d-") avec B, << 3. Or la somme 
N'+,,,+ N° admettant la même forme (10,) que F,®, l'intégrale 
net dans h, se compose de deux termes se limitant comme (8, ) 
et dont l’ensemble vaut 0(d*-'), donc o(d*") [une limitation plus 


précise nous donnerait J,_»3 + de" I ag}. 
Par suite, d’après(11,), À, et 2, valent o(d*~"), etilnous faut vérifier 


que [vr on dwn admet une dérivée conormale nulle sur S, ou encore 


Adi 5 
que {Sem down tend vers zéro quand P tend vers O, P étant sur la 
a) 


7 


92", » MAURICE GEVREY. 


conormale N en O. Or il résulte de la théorie du point-image P,(x;) 
que, les dérivées premières des x; étant bornées dans D-+S, celles 
de VY relativement à P valent O(r'~”) + O(r\-”), donc O(r'~”). Notre 


intégrale est donc limitée par (K) f 3 rl" dw, ce qui entraine sa 
D 


convergence uniforme [cas (8,) avec B —8’=§, >o]. D'autre part, 
son élément différentiel étant nul pour P en O et II dans D, la limite 
cherchée est bien zéro. 

Le problème de Neumann est donc résolu pour (8, ). Nous avons vu 
que le problème mixte (2, ) se ramène à celui-ci par les formules (2, ), 
H étant ~o et H, K, L continus; mais il nous faut examiner l’allure 
des coefficients de l’équation (8,) après cette transformation. 

Tout d’abord le lecteur vérifiera sans peine que si, dans le symbole 
définissant Gu, par exemple (4,), on remplace wu par ow, w étant 
une fonction pourvue de dérivées premières et secondes, &(vw) se 
compose d’abord de w&v, puis des termes qui figurent dans (vw) et 
ne contiennent pas les dérivées secondes de v. Ici + =e’ et les déri- 
vées premières (sauf la dérivée conormale) et secondes de w valent 
respectivement 0(£d) et O(d*-'). Après la transformation (2,), nous 
obtiendrons donc une équation en », commençant par &¢, dans laquelle 


les coefficients des = vaudront O(£d) et le coefficient de ¢ 


sera € *Fe°= O(d*"'), Or ceci ne modifiera la forme du noyau de 
l'équation de Fredholm : il sera toujours du type (10; ). 

Ces conclusions sont encore valables si les b;, c, f, au lieu d’être 
continus dans D+S, sont continus dans D et valent O(d*-') : la 
résolution du problème de Neumann et du problème mixte est 
donc valable dans ce cas [on prendra B<B à cause des termes 
valant O(d*~“ 2d) dans Fe]. 

L'étude précédente nous permet de passer immédiatement au cas 
du problème mixte simpue pour les systèmes : nous entendons par là que 


Had 
ON + Ki Li (') 


a en A SE 


chaque fonction u, doit vérifier sur S la condition 


(') Pour ne pas allonger cet exposé, nous excluons ici le cas où les Hz peuvent s’an- 


nuler en certains points ou domaines de S, bien que notre méthode puisse alors s’appliquer 
moyennant certaines hypothéses. 
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ou la condition de Neumann; on est ramené à ce dernier cas comme 
précédemment. On opère alors de la même façon qu’au n° 9 en posant 


(115) u(P) = fv(P, Ml) ox(ID) don + xa(P), 
D 


les , étant ici des quasi-fonctions de Neumann et les y, du type (10, ). 
Le système d’équations de Fredholm qu’on obtient ainsi se ramène 
encore à une seule, s’écrivant comme (9,), analogue à celle que nous 
venons d’étudier, et dont la solution est du type (9;), le noyau It 
étant ici de la forme (10, ), avec n° déterminations, et g valant o(d*"). 


12. Problèmes mixtes plus généraux. — À. Soit d’abord le cas d’un 
problème. de Dirichlet pour p des fonctions u, et d'un problème mixte 
simple pour les autres : ceci revient à se donner sur S$ les valeurs 
dope. ct les dérivées conormales de Unis, +++, Un. Nous met- 
trons u, sous la forme (11; ), les 7, et les 7, étant les fonctions utilisées 
dans le problème de Dirichlet pour Æ£p et dans le problème de Neu- 
mann pour # >p. Nous obtenons ainsi un système d’équations inté- 
grales (g;) où les noyaux sont des types (7:) pour #£p et (103) 
pour £ > p, et nous posons 9,= 5s’ ©, pour &<p. Ceci nous donne un 
nouveau système où les noyaux sont tous de la forme (10,), les K, 
étant nuls dans les p premières équations, d'après ce que nous avons 
vu au n° 8[cf. (8) et suiv. ]. 

Toutefois une difficulté se présente pour les seconds membres des 
équations intégrales : ils valent O(d"~' ) pour k<p, d’après (8; ), mais 


: : bj, 0 
dans les p derniéres équations tous les termes At pour lesquels 


h est <p (c’est-à-dire ceux qui contiennent les y, du type des pro- 
blémes de Dirichlet) valent o(d-'). Cela résulte du n° 5C et de la 
transformation (T) en O, pied de d, qui permet de ramener l'étude de 
ces coefficients a celle des dérivées des intégrales I,,. Les seconds 
membres valent donc o(d~') et, pour pouvoir utiliser notre méthode, 
une hypothèse complémentaire est ici nécessaire : nous supposerons 
que les b}, vérifient (Hg) pour h£p et > p, mais seulement entre un 
point de S et un point P de D +S. 

Soit, pour h<p et k>p, Bj, une fonction formée par les méthodes 
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du n° 6 (problème 1) et égale à bÿ, sur S : nous écrirons 


bh i= (bh; — Bi) + Bis. 


Le premier terme vaut O(d*), car il s’annule sur S et vérifie (Hg,) 
entre P et le pied de d : ceci donne, dans les seconds membres des 
équations intégrales, des termes valant O(d*~'), done là aucune 
difficulté. 


Quant à Bi,, indéfiniment dérivable dans D, ses dérivées premières 
valent O(d*~'), et il faut étudier les termes de la forme Bi, Se. 
Posons (A variant de 1 à p) 

Y= Dart 3 ,Bh, 22 (AES PSUS. Sp): 


Ox; 


Dans l’équation de rang 4 > p, les termes connus contenant les = 
T'; 


(pour A<p) deviennent [c/f. (9,) pour la notation | 


‘ ay À 
+ Tho k OYh € \ 
[art Peu Bia oe dot (A‘'= p + 146. ty P): 


4, étant ici la quasi-fonction de Neumann pour l’équation de rang #'. 
Chacun de ces termes est de la forme | FeV; IT) B(IL) % dwy, en 
D a 


supprimant les indices pour simplifier l'écriture. Nous allons montrer 
que cette intégrale a un sens en considérant l'intégrale étendue au 
domaine D’, de frontière S' représentée par s =¢, et faisant tendre € 
vers Zéro. 

Faisons une décomposition de D’ au moyen de la sphère cde centre P 


ed rs 0; 
et de rayon = : le noyau F,, ayant la forme (10, ) et valant o(¢-'), 
0: 
l'intégrale étendue au volume de 3 vaut 
o(d-1)|d#10(d) + O(d?)| = o( ds! )]. 
Quant au reste, nous intégrerons par parties, puis nous ferons tendre € 
vers zero. Ceci nous donne tout d'abord Hf F, VBy dS : l'intégrale 
s+ 0 


relative aS est du type d*-'J,+ J,_, et vaut O(d*"' 2a), celle qui est 
étendue à l’aire de 5 vaut O(d*"'), 


SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU TYPE ELLIPTIQUE. 995 


OFpVB , . : 3 
Il ne reste plus que hos dE dw étendue au domaine extérieur 


à s. On voit aisément, par une RS analogue à celle qui nous a 
conduit à (10;,), que 
dFpVr 


Fe — 0 ( de! rm) +O (rB—m—1 ) : 


l'intégration nous donnera done O(d*“' Cd) + O(d*-') pour la partie 


Do 


contenant - D'autre part le terme en . [ceci valant O(è%-')] se 


PE 
limite, d’après (10,), au moyen d’intégrales (8,) ce qui donne O(d*" ). 

Au total on voit que l'intégrale étudiée vaut o(d*—') avec B,< 3; 
on remplacera donc $ par un nombre plus petit, ou bien on fera 
pour 9, un nouveau changement d’inconnue analogue au précédent et 
qui nous donnera cette fois dans le second membre un terme fini. 

Nous obtenons en définitive un système d'équations de Fredholm 
en x (#—1,...,n), avec des seconds membres valant O(d#-'), qui 
se traitera comme dans le cas du problème de Neumann : la seule dif- 
férence sera que certaines déterminations du noyau seront privées du 
terme en X,. Les fonctions 9, déduites des Dx seront de la forme 
std, pour 4<p et si", +X, pour k>p, les Ÿ, étant continues 
dans D et bornées dans D + S et X, étant la somme DBR a, Ji p, envisagée 
plus haut. 


Les u, se composent donc de termes des deux types étudiés dans les 
problèmes de Dirichlet et de Neumann, sauf ceux qui contiennent 


. Re a 04 A 

les X, et qui sont de la forme | ©B 2 du, % étant ici une quasi-fonc- 
D = 

tion de Neumann. Une intégration par parties montre immédiatement 

que cette intégrale a un sens et l’on prouve de même que, P étant sur 


Or 
la normale N en O, [xB 2: 


tend vers O ('). Tous les w, satisfont donc à la question. 


B 2 do a un sens-et tend vers zéro quand P 


(‘) Indiquons brièvement la méthode. Isolons de D le domaine sphérique 5 de centre P 
d d a 
et de rayon — : l'intégrale correspondante, d'après ie = 0(6-1), vaut o(d1) 4 ol par 
2 
suite tend vers zéro avec D. D'autre part. nous pouvons supposer 5 intérieure au 


7 + a 
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B. Conditions linéaires mixtes les plus générales : on donne sur S 
n relations linéaires entre ral u, etleurs dérivées conormales. — Supposons 


que le déterminant des 2 on * soit < 0 : nous pourrons écrire, les K et 
les L étant fonctions continues du point M des, 


(121) DE Kate + Kynun + Ly= Rx(M). 


Mettons u, sous la forme (11,) en posant [avec R,(M) inconnu | 
m(P)=— fai, M)R4(M) dSy, 
D 


%, étant une quasi-fonction de Neumann, puis utilisons le procédé du 
n° 9 : il consiste à considérer toutes les fonctions désignées par une 
même lettre et affectées de l’indice #, variant de 1 à 7, comme les n 
déterminations d’une même fonction dans D ou sur S ou, ce qui revient 


domaine 5, commun à D et à une petite sphère de centre O. Intégrons maintenant par 
d; as be : . 
parties dans D — s en considérant “% comme la dérivée de 4 — Ho et soit a le maximum 


dE 
av 
de |% — Zo | dans 5, : nous genes | LON B(y—7o)% dS (a cosinus directeur de la nor- 


male), qui tend vers zéro quand P doi vers 0, et une intégrale analogue étendue à l’aire 
de s et qui est limitée par (K)u. 
Say WV : es! 
Il reste l’intégrale a (x — 10) 5 (Box) dw, dont la partie relative à D — 5, tend 
D—o $ 
vers zéro : nous n’avons done plus à étudier que l'intégrale étendue à 59— 5, la partie la 
PV 


plus délicate étant ef: —— B(7 — Zo) dw. Envisageons alors la portion os’ de ¢)—¢ 
o,—6 ON dE i 7 = 


intérieure à la sphère de centre P et de rayon 2 d : comme = vaut O(7—”) et que r 


; d ay LPS 
est compris entre — et 2 d, l'intégrale correspondante est limitée par (K)u £4. Dans la 


> ATV 
portion restante 65 — 5 — o', —— NP est une fonction de P et I s’annulant pour 4 = 0, à 


laquelle on peut appliquer la formule des accroissements finis entre O et P : ceci donne 


la limitation ‘(K)u#r-"—1, dont l'intégration donnera Gn a qui est <2(K)u, 
> 


J d 
puisque r > —- Or y tend vers zéro avec le rayon de 9, : on peut done prendre celui-ci, 


puis d, assez ae pour que l'intégrale étudiée soit aussi petite qu’on le veut. La pro- 
priété est donc démontrée. 


Me 1 
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au même, à envisager n domaines D, ou S, dues aD ouS et dont 
chaque point P,, IL ou M, coincide avec un même point P, II ou M de 
D ou de S. Donc 


(123) uP) =up= | Von, don, — sh LR, dSu, 
Sk 


D4 


(on peut d’ailleurs sans inconvénient supprimer l'indice de D et deS). 
?r, est la détermination en P, de la fonction + donnée par une équation 
du type (9), avec 

oy Se fe re Ver Ru, dSus. 


S 


D'où, en remplaçant dans (9;) P et IT par Il, et Q, et explicitant le 
domaine d'intégration XD (tous les indices variant de 1 4 n), 


(123) OI, — - frm, VIT, Ru, dm, 
s 


ES EAU & 
- f za, dy { Bal Fh Yor Ru, dy, 


D s 


Portant cette valeur de on, dans (12,) et plaçant P, sur S, il vient 


w= [VAR dS, = [er dont, { 2a( FA) if? wit Ru, ASR 
S D S 
= | oH: dont. | 2%, dr | 21 (Fi or or Ru, dSy, 
D D S 


AM £ SoM, = 
= fer dBm, — f Sat pr Ry, @Sm,, 
Ss S ; 


My, o q , o Gi o II ‘a 2 
(12,) C= vee Fn, OTT, dou + fo V Fe cou | Sti (i oVur dog. 


D 


en posant 


Explicitant les R on a donc (en supprimant les indices des lettres M, 
devenus inutiles) 


) aM (i : Q 
Up - f (Ele ZE Li)» dS a Vpy( LL ire KR, Un) dS 
Ss S 


Mr igs = 
—{% ORK ig. TN dB 
S 


Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fasc. |. 13 
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Posons 


> 
~M 7M Vv PK 
rp, — [ (Pr VE, L + DT op Ln) dSy el Jt 2pt Ky/+ PT L Pr Ray 


CAS 


(les L étant pris en Met les K en Ne Notre équation s’écrit alors 


(Bo) lp, +f jp! ly, ‘Beste 


Les valeurs des uw, sur S sont donc solutions d’un système d’équa- 
tions de Fredholm (le domaine d'intégration étant S); ici encore nous 
pouvons le ramener à une seule en envisageant le domaine ÈS formé de 
n domaines identiques à S (P étant sur S) : 


(£25) up — Bf MP uy dSy=Prp AVEC LESH oie 
Xs 


Quelle est la forme du noyau M ? Son expression montre qu’il con- 
tient d’abord des fonctions Ÿ valant O(r* ”) et des fonctions © défi- 
nies par (12,) : dans cette expression le premier terme est du même 


type [x VE Fr Vi der que s s’il s'agissait d’une seule équation Fu =o. 
D 


Ceci est limité par 


(K) fi Pit jm 981 | TIM |'- | ITM {Bm | dot, 
wt 


c'est-à-dire d'abord une composition du type Jp [cf. (11:)] donnant 
PM *-*", puis une composition de deux noyaux classiques donnant 
également COALS" 
Le dernier terme de (12, ) est du type 


fr VQ de fH D} dot] 
D D 


(en changeant l’ordre d'intégration), et ceci admet comme limitation 


(hy f (dy'| MQ i +. | MQ iS") dog 
D 


X { | PIP a" TO ee HQE] dore 
OR 


Lea 
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car D, a la même expression (10,) que F,!!. La seconde intégrale 
donne |PQ|?**~”", comme nous venons de le voir et, en composant 
avec le premier élément différentiel, l'intégration donnera | PM |?+25-”. 

Au total M = |PM "XX, cas classique pour le domaine S àrm— 1 
dimensions. Si donc u —— 1 n’est pas valeur caractéristique pour ce 
noyau, l’équation (12) nous donnera les valeurs de wu, sur S et nous 
sommes ramenés à un problème de Dirichlet ou, mieux encore (ce qui 
nous dispensera de calculer une nouvelle résolvante), les R étant 
connus, les u, sont donnés par (12,), où les + ont les valeurs (12;), 
P étant cette fois dans D. 

Mais nous avons supposé que, dans l'équation du type (9,), A=1 
n'était pas valeur caractéristique. On peut toujours ramener le pro- 
blème à ce cas en écrivant une des conditions (12,), la première par 
exemple, sous la forme 


du, 
ON 


+xu,=(K,,+%)u,+hyut+...+ hy,u, +h, 


et poser w,—¢,3 avec os 
des conditions de la forme (12,) pour ¢,, W., ..., u,, mais avec une 
modification dans les coefficients des équations aux dérivées partielles. 
On pourra toujours choisir le paramètre x de telle sorte que la valeur 
7, = 1 ne soit pas caractéristique pour le noyau de la nouvelle équation 


en ©. 


+2 =0 sur S[c/f.(2,)|], ce qui nous donne 


Cas PARTICULIERS. — C. On donne.sur S les valeurs de u,, ..., u, et 
OU pi du, 


ON , » ON ? Unig se. 
déduit du précédent en supposant que, pour / et #<p, les , sont des 
quasi-fonctions de Green, comme au n°9, et les K,, sont nuls [et en 
remplaçant — Ry, par uw, et Ÿ par sa dérivée conormale dans (12,) pour 
k<p] : la méthode est donc semblable, sauf qu'on as > p dans (12;). 


n — p relations linéaires entre u,. Ce cas se 


D. On donne, sur S, u,, ..., u, et n—p relations linéaires entre 
pou, Luhet des Di a conormales de tous les u,. Supposons ces 
relations résolues en © — < pour ID 

du Ou, not 

2- Ne NE, ee te ING see ay te Nagy ten 

be oN CON a ea bi 


13. 
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Nous opérons comme pour C avec les différences suivantes : pour 


i <p, les u, sont de la forme (9,), mais avec des 7; analogues à la fonc- 
tion (6,) et en supposant les valeurs données des u;sur S pourvues de 


L : Oy; x 
dérivées premières continues, de façon que les oN existent sur S et soient 


continues. On pourra alofs dériver les équations (9,) suivant la direc- 
tion N, P étant sur S, ce qui donne p équations auxquelles on adjoint 
les équations (12,) pour 4 >p, dans lesquelles les R désignent les 
seconds membres de (12; ). On a ainsi » équations qui, en remplaçant 
les p par leurs valeurs analogues à (12,), constituent un système de 


n équations de Fredholm, se ramenant à une seule toujours par le 


4 Ou du, 
même procédé et donnant, P étant sur S, les valeurs de J; ---» 5° 


Upsiy +++, U, (sauf dans les cas singuliers). Le calcul des u, dans D 
s'achève par les formules (9), (122), (12;). 


Remarque. — Nous avons supposé dans le cas A, ainsi que dans C, 
que les b;, pour h<p et k>p, vérifient (H+) entre un point 
de S et un point de D. Cependant la continuité des bi, suffit si les 
valeurs données des u, sur S, pour #£p, vérifient (H4). On peut alors, 
en effet, remplacer les y; correspondants par des fonctions du type 
(6,), dont les dérivées premières et secondes valent respectivement 
O(d*~') et O(d*—*), et le calcul des 2, se fait alors sans difficulté. 
La continuité des b;, suffit en particulier dans le cas des données 
nulles (7,= 0 pour k<p). 


V. Questions d’unicité. Cas non linéaires. 


13. Démonstration de l’unicité par un autre procédé de résolution. 
— Nous envisagerons, dans ce qui suit, des solutions continues ainsi 
que leurs dérivées premières figurant dans les équations données. 

La solution du problème de Dirichlet est unique pour l'équation (8,) 
lorsque c est négatif. Cela résulte de ce qu’une solution w de l'équation 
sans second membre s’annulant sur S est nulle dans D : en effet, si u 
admettait en P un maximum positif, on voit, en prenant Su sous la 


> 5 i Ou ‘ 
forme (4,), que &,u serait <o, avec JT; =O et cu <o, d'où Fu <o, 
: . 


— 


5 OMA 
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ce qui est impossible; même conclusion pour un minimum négatif en 
changeant wen — uw. D'où u — o dans D, et ce résultat s'étend au cas 
de c£o par l'artifice classique qui consiste à poser uv = su,, en choi- 
sissant s >œoetF3< 0 dans D +S. 

La solution de (8, ) étant unique pour c<o, elle admettra nécessai- 
rement la forme (7,) et À = 1 ne sera pas valeur singulière pour (7;), 
sans quoi l'équation (7;)sans second membre admettrait une solution 
non nulle qui nous donnerait une solution de ¥ =o nulle sur S, ce 


. . 3: a [ re: me é ere 
qui est impossible (noter que fv on dwy=o exigerait o=0, 
D 


Ÿ étant positif ). Nous pouvons donc écrire 
OP = gp +f Ol sn doy avec g= Fy — f, 
D 


o! étant la résolvante de F,!! pour À =1. En substituant dans (7, ) 
on en déduit aisément 


(131) p= Prey — Pin don + ye \ avec T= vil. [rte doy 
“D “D 


[d’après (1;) et (1,), l est la fonction de Green de (E), au facteur q 
près |. Pour le calcul de let de uw, il suffit que les a;; soient holdériens 
dans D-+S, les 5; et c continus dans D et pouvant valoir O(d*-') 
et O(d*-*); quant à /, il suffit qu'il soit continu dans D ct que 
Ta dwy ait un sens. 

 Envisageons alors le problème de Dirichlet pour le système d’équa- 
tions (9,) et soit (I)! la fonction T relative à 6“u=o (cas non 
singulier, car ici co). En faisant passer dans le second membre 
tous les termes autres que &‘w;, et appliquant (13,), on obtient (À ayant 
la valeur 1) 


PAG OIL), 
(132) wy PP) =e afi ryt (Sabi se + Lach 1) dot uz (P) 


en posant | 
wi(P)= f (PE (lize fit) dont + By: 
D 


u n’est autre que la solution de 6'u = f" égale au, sur S [c/. (13,)]. 
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k ds Vf jeu , cit WE 
Posant=,:b),; ~— = + hour 5, etdérivant lesn équations analogues 


par rapport aux 2, nous obtenons par des combinaisons linéaires 
évidentes 


(13;} (PE f (Suh LE ZuciT* Jer dw {ft +- v7.(P), 
p Gk 


I’ étant fonction de P et II, b/,, cj, e, fonctions de IT et «; défini avec 
les uw; par la même formule que ¢; avec les u,. 

Nous trouvons donc un système d’équations de Fredholm se rame- 
nant a une seule par le procédé déja suivi : 

À ET ln nous 
(13,) Pp — À 2 ey don = ‘fr. 

<p 

le noyau & étant défini à l'aide de celui de (13, ) comme at, dans (9,), 
a été nets a l’aide de (9,). La limitation de & est du même type que 


celle de © as , égal d’après (13,) à 


0 Ox; 
+511 0 
1 OWp d Ow 
RAR 5 f FE 0 din 
p 


0 Ox; Ô Ox; 


la fonction ®f! ayant ici la même forme d-' ér*-”" 4K que celle qui figure 
dans (9; ). Or (8,) nous montre sans peine que = vaut d-'cO(r'—”); 
donc 2! vaut 
O(r'=") +f (PQ!) OOTP") dog, 
D 
c'est-à-dire O(7'~”) car l'intégrale vaut O(r'*#-"). 

Lorsque tous les /* sont nuls et les u, nuls sur S, les w; et les ; sont 
nuls aussi et #"=—o. Si A=1 n'est pas valeur singulière, l’équa- 
tion (13,) sans second membre n’admet alors que la solution 6 — 0 
et tous les 4, sont nuls d’après (13, ). Donc la solution du problème de 
Dirichlet est en général unique, puisque toutes les équations que nous 
avons écrites sont vérifiées nécessairement par les u,. La méthode des 

*8 et 9 ne nous renseignait pas sur l’unicité, car nous avions pris 
a priort les 4, sous la forme (9: ); nous savons maintenant dans les cas 
non singuliers qu'ils doivent avoir cette forme. 

Nous venons d'obtenir, en somme, une seconde méthode de résolu- 


tt 


‘ PTE 


Les 
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tion du probleme de Dirichlet, mais cette fois en deux étapes : calcul 
des I a l’aide de résolvantes de Fredholm, puis résolution de (13,) et 
calcul des uw, par (13,). La fonction * est d’ailleurs bornée : il suffit, 


pour le voir, d'examiner les «;, qui se composent de termes tendant 
du, “ 
cae Or u;, comme nous 
l’avons dit, est la solution (que nous savons unique) de &'u= f pre- 
nant sur S la même valeur que w,, et elle admet donc l’expres- 
sion (92) : les dérivées premières du premier terme sont bornées dans 
D +S et celles du second valent O(d~'), comme on l’a déjà vu; leur 
produit par d (ou s,) est borné. Donc ¢ est borné et l’équation (13, ) 
est d’un type classique. Nous montrerons dans le n° 14 l’équivalence 
complète des deux méthodes dans tous les cas, singuliers ou non. 
Abordons maintenant la question d’unicité pour le problème de 


Neumann ou le problème mixte relatif à l'équation (8,). Lorsque f= 0 


vers zéro avec d, sauf les produits 5, 


> ue : Ou 4 
et c 0, la condition aux limites homogène H aN + Ku— 0 entraine 


. K : . é 
u — 0 dans D si 7; <0: en effet, nous avons vu que wv’ ne peut atteindre 
: : ; su out 
son maximum qu’en un point de S, où l’on a par suite aN < 0 ce 


qui est incompatible avec la condition donnée. D'où l’unicité pour 
fo et une condition non homogène. 


code M | 1 sh UL 
Cette propriété s’étend au problème de Neumann. Soit = 
de Os 


f=0: posonsu=(z+4)9, d'où (s+ &) aN FN =O» et choisis- 


= 0 avec 


s . ; 10 
sons la fonction = et la constante & de manière à avoir SN <osur Set 


stk>o, Fz+ch<o dans D ('): alors l'équation en + rentrera 


(') Le choix de 3 peut se faire d'une infinité- de façons. Par exemple on peut déter- 
miner, au moyen d'une quadrature (probl. I, n° 6), une fonction 3 dont la dérivée nor- 
male soit négative, avee 3 = 0, sur une surface S’ Lrés voisine de S et extérieure à D, de 


Os. a 2 = & + ÉTÉ: 
manière que aN soit <o sur S; puis on choisit & tel que = soit > o et Fs+ chk <o 
2 
dans D. On peut aussi déterminer s comme solution d'un problème de Neumann à donnée 


négative sur S et relatif à l'équation Fs = e's, «’ étant tel qu'on ne soit pas dans un cas 


n ÿ SE - . PJ - sk — at 4 _ i 
singulier; on prend ensuite & de façon quon ait s+ hk >o el Ps + Ae sk <0, 


x K : ; 
L'unicité de la solution s'étend au cas où l'on a c£o et il £o mais non identiquement 
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dans le cas précédent et l’on aura » = 0 et u =o dans D, d'où l’unicité 
de la solution du problème de Neumann quand c est négatif. 

Les raisonnements que nous avons faits dans le cas des systèmes 
pour le problème de Dirichlet sont donc également valables pour celui 
de Neumann (et par suite pour les problèmes mixtes simples) en 
mettant les premiers membres sous la forme &‘u,— yu, avec y > 0. lei 


a . . . . 5 VE 
il suffira d’ailleurs d’introduire comme inconnues +, au lieu de at et 
l'on aboutira à une équation (13,) où & aura une limitation analogue 


à celle de = G étant cette fois la fonction de Neumann, qui est du 
type (13) avec —- oh = O(r'-") et OF = PB O(r'-") + O(r*-"). On en 


kei 0G ARE CSI 
conclut nier que Fg, vaut O(r" )[car l'intégrale de (1;), en 


utilisant (11,), vaut O(r'+#")]. La nouvelle équation (13,) admet done 
la même forme de noyau que la précédente, d’où les mémes conclusions 
d’unicité si À —1 n’est pas valeur singulière. 


Nous n’insisterons pas sur les problèmes du n° 12: l’unicité, pour le 
problème A, se traitera comme dans ce qui précède, en introduisant les 
conditions de Hélder supplémentaires pour les 6;,(h<p, k > p). Quant 
aux problèmes B, C, D, la démonstration de l’unicité ne nécessite pas 
d’autre méthode que celle du n° 12, car nous savons maintenant que, 
d’après le dernier alinéa de B, les u, ont nécessairement la forme (12,) 
dans B (ou une forme analogue dans C et D). L’unicité a donc lieu 
Si ——1 n’est pas valeur singulière pour (12,). 


14. Cas singuliers. — Ce sont ceux où À — 1 est valeur singulière 
d'ordre p dans l’équation du type (9,) (en supposant donnés sur S 
les , ou leurs dérivées conormales). Alors les équations homogènes 
associées 


2 r gy IL 4 
(14,) Zp - fa Zr don = 0. a f oven do {= o 
D D 
nuls tous deux (Journal de Math., 1930, p. 74. Je signale quelques errata : au commen- 
cement des lignes 3 et 21, il faut lire respectivement : ;F(s), et F(s)<o; po 
? eae = | 


ligne 18, lire : w+ const., et ligne 9, après Neumann, ajouter : à donnée nulle). 
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admettent respectivement p solutions linéairement indépendantes Z et 
s'(1=1,..., p)ayant chacune n déterminations Z; et z,(k=1,..., n). 
Les fonctions : 


(142) CP) = f (RAR ZA(Q) dog 
D 


constituent alors, pour chaque valeur de x, un système de solutions 
des équations (g,) sans seconds membres (f*— 0) correspondant à 
des données nulles sur S. Les p fonctions U‘, correspondant à chaque 
valeur de & sont d’ailleurs linéairement distinctes, car si l’on avait 
EuU, =o, en remplaçant Z° par 3; YA dans l’intégrale de (14, ), on 
trouverait zéro et ceci exigerait Dyess (d’apre “> 0), ce qui 
est impossible puisque les Z’ sont linéairement indépendantes dans D. 

Supposons maintenant les données, par exemple les u,, non nulles : 
l'équation (g,) n’admettra de solution que si le second membre est 
orthogonal aux p fonctions :' dans le domaine ED, ce qui donne les 
p conditions (t=1, ...,p) 


IEC dés = 
D 
avec [cf. (9:)] 
Sv Rk d(Va ral À 
Dr — 21( FF )p on AM) du — f°. 
Ss M 

Ces conditions imposées aux u, sur S peuvent s’écrire aussi 

| Dy ( Vie) tBu f B31 f° dwp 

ae) D 
en posant 


a), M 
MEP 2D) don 


(Yi) =] 3,(Fh)p 
D 


et la solution sera de la forme u + SU. les C étant p constantes. 


On obtient des conditions analogues pour le problème de Neumann : 


: AV} 2 Ou, 
ste s k 9 \M OM ONE € ; 
il suffit, dans g,, de remplacer ON, “Par — Se SN V4 étant la 


quasi-fonction de Neumann. Enfin dans le problème A du n° 12, on 


aura les deux formes de £:. 

Nous venons d’examiner les cas singuliers rencontrés dans la 
méthode des Chapitres III et IV. Si pour résoudre les problèmes que 
nous avons envisagés dans le présent numéro, nous employons la 
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seconde méthode (celle du n° 13), conduisant à une équation telle 
que (13,), et si À =1 est valeur singulière dans cette équation, nous 
obtenons à nouveau des systèmes de solutions pour les problèmes à 
données nulles et des conditions d’orthogonalité pour des données 
non nulles. Mais ici nous savons que le problème est complètement 
résolu en vertu du caractère nécessaire des formules obtenues. Pour 
être sûr que la première méthode, qui est plus simple, nous donnera 
la solution complète, même dans les cas singuliers, il faut montrer 
l’équivalence des deux méthodes. 

Appelons (F,) et (F.) les équations de Fredholm correspondantes et 
supposons que À —1 soit valeur singulière pour celles-ci, les ordres 
respectifs étant p, et p, et les cas non singuliers correspondant à p, 
ou p, nuls. D'après (F,), il y a p, (et p, seulement) systèmes de solu- 
tions linéairement distincts correspondant aux données nulles, et les 
données non nulles devront vérifier p, conditions d’orthogonalité. 
Or (F,) fournit p, systèmes distincts de solutions à données nulles : 
on a donc certainement p,<p,. D'autre part (F,) donne une certaine 
forme de solution pour des données non nulles, avec p, conditions : 
ce nombre p, ne peut être inférieur au nombre p, de conditions néces- 
saires trouvées avec (E,), donc p,2p.. D'où p, = p,. Par suite da pre- 
muère méthode ne laisse échapper aucune solution. 

Quant aux problèmes B, C, D du n° 12, ils conduisent à une 
équation telle que (12,4) donnant les valeurs des u, (ou de leurs déri- 
vées conormales) sur S. Si u—— 1 est valeur singulière d’ordre gq, il 
y a g systèmes distincts de solutions correspondant à des conditions 
aux limites homogènes | par exemple tous les L, nuls dans (12, )|. Si les 
conditions ne sont pas toutes homogènes, il y a y conditions d’ortho- 
vonalité comme précédemment. 


l». Gas non linéaires. — Nous serons brefs sur ce point : l’instru- 
ment analytique le plus fécond dans ce cas est la méthode des approxi- 
mations successives, dont la technique est classique depuis les mémo- 
rables travaux de M. Picard. 

Supposons d'abord les conditions aux limites non linéuires, par 
exemple 


(19,1 MEL RNA ER NET Hs earns 


FAT RENAN 
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M étant sur S. Nous opérerons comme au n° 12B, ce qui nous 
conduira aux équations, P étant aussi sur S et les R étant pris en M, 


(19,) w(P)=— frvi(P, M)Re+ Er £u(P, M)R;] ds ‘i 
Ss M 


en posant Vri—V;(P, M) et fi Py(P, M)[cf. (12,)], ces deux 
fonctions valant d’ailleurs O(PM?-"). 

Les équations (15,) constituent un système de n équations inté- 
grales en &,, ...,u,, qu’on résoudra par approximations successives 
en supposant |R,|< R et les R, lipschitziens par rapport aux u 
(/AR,| <K£,}Au,|) pour |u; <M. Désignons par APM?" la 
limitation des Ÿ et des #, par J le maximum de A |PM P=" ds, 


par w,.,, Ry», ... la p°" approximation de u,, R,, ..., et posons 


XN A » > és . 
WM ei De ES aa On Rie=s Bawah SE by; 


soient enfin M, le maximum des | w,,,,| et A, celui des |¢,,u; |. 

On aura des équations analogues à (15,) où u, et les R, seront 
remplacés dans les premiers et seconds membres respectivement 
par a, , et Rs, puis par ,u, et 5,_, Rn. On pourra donc écrire 


M,<{(n+i1)/R, A,= nt +i)lhRA,.. 


D'où les conditions (n +1){R<M et n(n+1)lK <1 qui assu- 
reront, avec | w;,| < M, la convergence des u, : ces conditions assurent 
aussi l’unicité de la solution des équations intégrales, comme dans 
ce genre de questions. Une fois les wu, déterminés sur S, on connait 
les R,, d’où les uw, par (15,), P étant cette fois dans D. 

Dans le cas du problème C du n° 12, on aurait n— p équations 
intégrales au lieu dé 7. Enfin, pour le problème D, on met en équa- 
tion comme au n° 12 et l’on achève par approximations successives. 

Quant aux problèmes relatifs aux systèmes qui sont linéaires 
seulement par rapport aux dérivées secondes 


: us HO à 
= x h PPS A = 
13. ii a Fl Ut, a HAE T'ON 
Bas) On On, J (on ; ) 


les a’; dépendant seulement des x; ou plus généralement des x;, des #, 
£ 
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et de leurs dérivées premières, la méthode de résolution par approxi- 
mations successives n’est pas essentiellement distincte de celle qui 
est relative à une seule équation. Les procédés du n° 6 nous per- 
mettent, pour les problèmes de Dirichlet et de Neumann (ou s’y 
ramenant), de prendre comme première approximation (et même 
ensuite comme fonctions y) une fonction satisfaisant aux conditions 
aux limites données. Il faudra supposer les valeurs des u, sur S déri- 
vables si les aj, ne dépendent que des x;; dans le cas général, les 
dérivées des u, sur S ou bien les données du problème de Neumann 
devront étre héldériennes. Les di, f" seront des fonctions lipschit- 
ziennes des u et de leurs dérivées premières. 

Le cas des conditions aux limites non linéaires comporterait ici un 
double jeu d’approximations successives : par exemple les u,,,, satis- 
feraient aux équations obtenues en remplaçant dans (15,) et (15:) 
les u, par u,,., dans les premiers membres et les w, par u,, dans les 
seconds et dans les a’;. Cette méthode pourrait s'appliquer aussi aux 
conditions linéaires (12,) et (12;) relatives aux équations (15;). 


dons 


SUR UNE CATÉGORIE 


D'ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 


Par M. Georces GIRAUD. 


Sous le nom d'équations intégrales de troisième espèce, M. Picard a 
étudié (') des équations 


b 
(1) A(x) f(x) +a f K(2, f(y) dy =V(2), 


où A(2) est une fonction holomorphe qui a des racines simples entre 
a et b; en posant A(x) f(x) = F(x), il trouvait l’équation 


(2) F(a) +a [7 


L'intégrale qui figure dans cette dernière équation n’aurait ordinai- 
rement un sens que pour des fonctions F s’annulant en méme temps 
que A ; mais si l’on exclut de (a, 6) des intervalles infiniment petits 
qui ont pour centres les racines de A, la limite existe pour toute fonc- 
tion F continûment dérivable, et c’est ce qu’on nomme, avec Cauchy, 
la valeur principale de l'intégrale, ou simplement l'intégrale princi- 


K(æ, . 
Ay 


D F(7) dy = (2). 


. pale. Plus généralement on peut, avec M. Picard, exclure des inter- 


(‘) Émile Picarp, Sur les équations intégrales de troisième espèce (Ann. sctent. Ec 
Norm. sup., t. 28, 1911, p. 459-472). 
Ann. Ee. Norm., (3), LU. — Fasc. 2. 1) 
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valles infiniment petits que les racines de A partagent dans des rap- 
ports donnés. 

On étudie ici des équations qui généralisent l’équation (2) dans un 
champ à m dimensions. On considère un noyau G(X, A) qui est con- 
tinu excepté quand A vient sur une certaine variété J à un nombre 
quelconque de dimensions; IN peut même comprendre plusieurs 
variétés, ayant différents nombres de dimensions, et comprendre en 
outre des points isolés; cette variété ou cet ensemble Ji est indépen- 
dant de X. La nature de cette discontinuité est précisée, de façon qu'il 
y ait lieu à une intégrale principale ('); l’équation associée généralise 
l'équation (1). On retrouve les théorèmes de Fredholm; on voit aussi 
ce que deviennent les résultats de M. Picard, dans le cas où l’on fait 
varier les régions d'exclusion qui interviennent dans la définition des 
intégrales principales. 

Il n’est peut-être pas inutile de remarquer que le procédé mis en 
œuvre ici peut être considéré comme un cas particulier d’une méthode 
dont d’autres cas particuliers ont déjà été utilisés dans la théorie des 
équations intégrales. Si 


(3) TEE G(X, AJo(AYdVi=ÿ(X) 


est une équation donnée, ses solutions appartiennent aussi, moyen- 
nant des hypothèses très gunbriless à ’équation 


(7) (mn) 
(4) eX) +2 f Lux LE; Ne G(X, 2) À f HO A GA) A | 


VS 


(un) 


< PE) dVE = f(X) + if H(X, A; A) f(A) dVa; 


d'autre part, si l’on pose 


Un) 
(5 UNE) +2 f H(X, A;A)p,(A)aV,, 


VS 


(1) Un eas où G est discontinu quand A vient en X, de façon à donner lieu à une 
intégrale principale, est étudié dans deux articles : eee à intégrales principales, 
étude suivie d'une application (Ann. scient. Fic. Norm. sup., L. 51, 1934, p. 251-372); 
I quations à intégrales principales d'ordre quelconque (non encore paru). 


—— a 
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on trouve que toute solution de l’équation 
(6) a CO + f jx, 5: N2G(XE) 

se rf a, ANA ce nav] p(E)dVz= f(X) 
donne, par la formule (5), une solution de (3), pourvu toujours que 


certaines conditions très générales soient remplies. En particulier, 
si H est le noyau résolvant, les noyaux 


(5) MR Cie = xf Hit ae ra EN AV 
(8) ee LX = à (Bs Gix AVHCA. =: dV, 


de ces équations (4) et (6) sont identiquement nuls. Mais on peut 
aussi se proposer de choisir H de façon que ces noyaux (7) et (8) 
rentrent dans une catégorie pour laquelle on sache trouver la solu- 
tion. Il est souvent inutile de considérer l'équation (6). 

En particulier si G(X, =) est continu quand les deux points sont 
distincts, et admet une limitation O[L!"(X, =)] (A> 0; L= dis- 
tance des deux points; O, symbole de M. Landau), on peut prendre 


MONS MDI GUN IE) + AG? (AS) See G(X), 


où les G” sont les novaux itérés; les noyaux (7) et (8) se réduisent 
à — WG? (X, 2), et ils sont continus si (p+ 1) A surpasse m. On 
peut done alors trouver les solutions des équations (4) et (6) à l’aide 
des séries de Fredholm. C’est ce qu’on appelle, depuis Fredholm, la 
méthode de Vitération; elle peut servir aussi pour d'autres types de 
novaux. 

Si maintenant G(X, =) est un noyau continu quelconque, on peut 
trouver des fonctions U,(X)et V,(=) (n= 1,2, ..., p) telles que la 


différence 
. 


EN te * 8 ee 
eek oe ey Un \) V,(=)=G,(X, =) 
eisai 
soit inférieure en valeur absolue à un nombre % arbitrairement choisi; 
Es 
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si n est assez petit, la série 
> G(X, =), 


n=1 


où les G” sont les noyaux itérés de G,, est convergente quand |À| 
est inférieur à un nombre donné R. Si l’on prend H égal à la somme 
de cette série, les noyaux (7) et (8) sont des sommes de produits de 
fonctions de X par des fonctions de =. On peut ainsi suppléer 
l'emploi des séries de Fredholm. On sait que ce procédé est di à 
M. Schmidt. 

Une autre application de cette méthode a permis de traiter le cas 
de certains noyaux G, discontinus quand les deux points coincident, 
et tels que l’itération ne conduise pas à des noyaux bornés ('). 

Pour des équations dont le noyau G présente une discontinuité 
quand les deux points coincident, cette discontinuité donnant lieu à 
une intégration principale, la même idée a été mise en œuvre, mais 
alors les intégrations superposées ne peuvent se permuter qu’à condi- 
tion d'ajouter un terme correctif, de sorte que les équations (4) et (6) 
ne sont plus exactes. Dans le travail actuel, au contraire, ces équa- 
tions sont exactes. 


2” 


1. Hypothèses. — Dans l'espace à m dimensions (m21) considé- 
rons la variété | 


(1) fat dp) (p<. ttasi,ls, JS. mn) 


qui se réduit à un point si p est nul. On suppose que les /, sont 
définis quand (¢,, ..., ¢,) appartient à un certain champ €, borné et 
fermé, et l'on suppose que, dans ce champ, les dérivées des f, 


remplissent des conditions de Hôlder, c’est-à-dire que, si o est l’une 


(!) Validité de la théorie de Fredholm pour certains noyaux non bornés ( Bull. Sciences 
math., LT, 1933, p. 327 à 334); Sur certaines équations de Fredholm à noyaux non 
bornés (Bull. Sciences math., \. 57, 1933, p. 391 à for). Les résultats du premier de ces 
articles sont partiellement compris dans ceux qu’ont obtenus M. Frédéric Riesz (Acta 


Mathematica, t. M, 1916; p. 71 à 98) et M. Sehauder (Studia Mathematica, t. 2, 1930, 
p. 183 à 196). 
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quelconque de ces dérivées, on a, quels que soient (s,, ..., s,) et 


Le; nos Tr bis 


A 
(2) p (S4, So, wey Sp) — (bi; te, ENO MARIE APN 
(o<Ah<1r), 


A étant constant, et O étant le symbole de Landau ('). On suppose en 


m | 


outre que les jacobiens des fonctions f, prises p à p ne 


p!(m—p)! 
s’annulent simultanément nulle part. Enfin l’on suppose qu’à deux 
systèmes distincts de valeurs des paramètres ¢,, ..., t, correspondent 


toujours deux points distincts. 

Considérons dans l’espace une région & bornée et fermée, conte- 
nant des points de (1). Soit F(X) une fonction donnée d’un point X 
de &, continue quand X n'appartient pas à (1). Pour indiquer nos 
hypothèses sur la fonction F quand X vient sur (1), nous imaginons 
qu’on forme m fonctions fi(t;, t2, ..., tm) qui coincident avec les /, 
aussitôt que ¢,,,—=...=¢,=0 et que (4, t,, ...,t,) appartient à C; 
on doit en outre faire en sorte que, si (t,,...,¢,) est assez voisin 
de Cet sit,,,, ...,t, sont assez voisins de zéro, les dérivées des /; 
existent et remplissent des conditions de Hôlder, et le jacobien de 
ces m fonctions est partout positif; il existe une infinite de systèmes 
de fonctions /:. Nous supposons que, si l’on exprime les coordonnées 


de X au moyen des paramètres 1,, ..., ¢,, par les formules 
En EAU AT 
ona 
Be re 0,0, Lan Lpaay <b kee gly, Epis nos binds 


la fonction F, étant homogène et d’ordre p — m par rapport aux m — p 
dernières variables t,,,, ..., ¢n, et étant continue tant que ces m— p 
variables ne sont pas nulles ensemble; quant à la fonction F,, on sup- 
pose qu’elle est sommable. Les fonctions F, et F, sont donc continues 
dès que 4,,,, ..., ¢, ne sont pas nuls ensemble; en outre on suppose 
que les dérivées de F, existent et sont continues quand t,,,, ..., tm 


(1) La notation s = O(y) signifie, d'après M. Landau, que : est borné: 
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ne sont pas nuls ensemble; on a alors certainement 


pom 
ol 3 oe. th) = | (n<=p), 


be 
ey fo po—m—t 
[ce (ti | (n> Pp). 


| 0 
lo 


car on constate que ces dérivées sont homogènes par rapport a 


’ a ’ 
RARE ,, les unes avec l'ordre p—m, les autres avec l’ordre 


p—m— 1. Enfin l’on suppose que l'intégrale 


(m—p) 
(3) fi Eiditaanlsentabs 


étendue au champ 


nt nt 
\! Li 
Ti a2 ÿà A,.8(l SR PA EL TN 


X—=p+t 3=p+1 


est identiquement nulle; les A,,4 sont des fonctions données, qui 
remplissent des conditions de Holder, et qui sont telles que la forme 
quadratique qui figure ci-dessus, soit définie positive (on a d’ailleurs 


A,,3 = Ag,,); on laisse t,, ..., ¢, constants pour l'intégration. 
2. Changement de paramètres. — Il importe de prouver que, sv ces 


hypothèses sont remplies par la fonction F, elles restent Mrs quand 
on change de paramètres. Soient 


Lu OF (las Saka Bm) eka’ Pie Pe À 


d’autres fonctions, telles que la variété 


Las SNS don 


soit la même que (1); on fait en outre sur ces fonctions et leurs 
dérivées les mémes hypothèses que sur les /; et leurs dérivées. Nos 
hypothèses nous assurent que, dans un certain domaine qui contient 
la variété (1), 1,8, ...,¢, sont des fonctions de æ,, ...,æ,,: les 
dérivées de ces fonctions existent et remplissent des conditions de 
Holder, et le jacobien n’est pas nul; donc, siu,.,, ..., u,, sont assez 
voisins de zéro, les paramètres £,, ..., tn sont des fonctions de 
Wi, ..., Un, les dérivées de ces fonctions existent et remplissent des 


SN 


- 


SUR UNE CATEGORIE D’EQUATIONS FONCTIONNELLES. rid 


conditions de Holder, et le jacobien n’est pas nul. Si l’on remplace 
les ¢, par ces fonctions dans F,, on obtient une fonction de U Pisire AU 
qui satisfait aux mémes hypothéses que F,. Faisons la méme substi- 
tution dans F,. D'après nos hypothèses on a, pour n > p, 


ot 
MU OAK, ed. Ley) D we 5 ( Wea Bla Bie fis, @) 
x 
X—=p+I 
| 1+A7 
ER ra pce 
Ou ee de |. 
par suite 
EC 2i-ata)— F, | ti (aes, rs Up, 03.30), p(y, 06, Ups O, + 0e, 0), 


mm 


at 
prt 
> Wg ae {gs glug lls 0 555.0 2250 
Olly, 


X=p+1 
me 


Obne 
USE LOGS? MU IO ME Os) 


du, 
X—=p +1 


: h+p—m 
Bayh ss Sie digs HAs, 2? |, 


la différence qui figure au premier membre remplit donc, relative- 
ment à ,,.... 4», les hypothèses énoncées à propos de F,; d’autre 
part, le second terme de cette différence satisfait aux hypothèses 
énoncées à propos de F,, et en particulier à l'hypothèse relative à 
l’intégrale (3), pourvu seulement qu’on introduise, au lieu des A, 4, 
les fonctions 


nt wa 


\ Ot, Ot 
4 B CORE cept ea » pe = aN 
( 1) 2,8 ( 1 / ) Li Olly dus y,0 
+ =e i 6=p+) ; 
les paramètres w,,,, ..., 4, devant être pris nuls au second membre. 
Notre assertion est donc prouvée. 


3. Intégrales principales. — Soit & une région fermée et bornée de 
l'espace. Dans cette région, nous supposons qu'il existe des variétés 
M,(0<p <m), où p est le nombre des dimensions de chaque variété; 
on suppose que ces variétés sont deux à deux sans point commun: 
pourune valeur donnée de p, on ne suppose nullement que M, soit d’un 
seul tenant. De plus on suppose que, pour tout point M de M,, 
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l’ensemble des points de MN, dont la distance à M n’est pas supérieure 
à une certaine longueur indépendante de M, remplit les hypothèses 
énoncées au paragraphe 1 pour la variété (1); il n’y a donc aucun 
point multiple. On nomme M l’ensemble des variétés I,; M est 
supposé intérieur à &. On considère une fonction F(X), continue 
quand X est situé dans & en dehors de ON, et qui, dans une petite 
région contenant des points d’une seule variété 9N,, se comporte 
comme la fonction F du paragraphe 1. 

Partageons les JM, en régions, de façon que chaque point de M 
soit intérieur à au moins une région, et que chaque région admette 
une représentation paramétrique. Nous considérons ces régions, dont 
le nombre est fini, et ces représentations comme fixes. A chaque 
région, nous attachons aussi un système de fonctions /;. Nous dési- 
gnons par o un nombre positif tel que, pour tout point M de OM, il 
existe au moins un système de fonctions /;, parmi ceux que nous 


retenons, tel que les paramètres £,, £,, ..., 1, correspondants soient, 
dans toute l’hypersphère de centre M et de rayon Go, des fonctions 
bien déterminées de æ,, 2, ..., æ,, le jacobien de ces fonctions 


étant partout positif. 

Nous allons définir une fonction o(M, P) d’un point M de OW et 
d’un point P dont la distance à M est au plus égale à 25. Pour cela, nous 
attachons un poids aux diverses représentations paramétriques valables 
en M; toute représentation qui est valable dans toute l’hypersphère 
de centre M et de rayon égal à Ga, a un poids égal à un (ily a au 
moins une représentation de cette sorte); celles qui sont valables 
dans une hypersphère de centre M et de rayon r compris entre 45 


4 ‘ : : ,r—ho 
et 65, reçoivent un poids égal à 


» fonction nulle pour r — 45, 


2c 
égale à un pour r= Ga, et croissante dans l’intervalle; les représenta- 
tions qui ne sont pas valables dans toute l’hypersphére de centre M et 
de rayon 45, reçoivent un poids nul. On remarquera que toute repré- 
sentation dont le poids n’est pas nul, est valable aussi au point P. 
Soient ti, ..., l,» 0, ..., 0 les paramètres de M et #,, ..., ¢,, ceux 
de P dans une quelconque des représentations dont le poids n’est pas 
nul; en introduisant les fonctions A,,3 correspondantes, nous multi- 
plions Z,,4 A, at, ..…, t,)tats par le poids de la représentation, nous 


ad ee 
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ajoutons tous les produits analogues qui proviennent des diverses 
représentations, et nous divisons cette somme par la somme des 
poids : le résultat est, par définition, la fonction 9 (M, P). Par rap- 
port aux paramétres de M, cette fonction remplit une condition de 
Holder; par rapport aux coordonnées æ,, .... æ, de P, elle remplit 
une condition de Lipschitz (c’est-à-dire une condition de Hélder avec 
lexposant un); cette fonction est partout positive ou nulle, et elle est 
bornée. 

Cette fonction o(M, P) nous sert à définir une fonction (P) pour 
tous les points P dont la distance à 9 est au plus égale à 5. Pour 
cela, nous nous donnons une fonction positive 4(M) d’un point 
de M; cette fonction & doit remplir une condition de Hôlder, avec un 
certain exposant #. Pour tout point P dont la distance / à IN est infé- 
rieure à 6, nous calculons la borne supérieure de 


B(M)o (M, P) 220), 
le point M variant dans la région définie par L(M, P) << 2/ (on désigne 
par L la distance des deux points); c’est cette borne supérieure qui, 
par définition, est la fonction Y(P). Cette borne supérieure est atteinte 
pour au moins un point M de cette région. La fonction Y(P) est évi- 
demment nulle sur 9, et positive partout ailleurs; cette fonction est 
continue. | 

Soit encore /(P) une fonction continue valant O(/). Nous excluons 
de & l’ensemble défini par 


g(P}<mexpf(P)  (n>o), 
et nous étendons à l’ensemble restant, qui est fermé, l'intégrale 


> (mM) 
| FdV > [dV= dir, .., æn)l 


Nous allons voir que, guand n tend vers zéro, cette intégrale tend vers 
une limite indépendante de f et de la fonction y. qui intervient dans la 


définition de Ÿ. 
Considérons d’abord, pour l’un des M,, la région où les fonc- 
tions f; permettent de définir t,,1:, ...,t, comme fonctions bien 


Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 2. 16 
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déterminées de x,, 22, ..., 2,,. Je dis que, si P est dans cette région, 
la différence 


P(P)— pt, -- +s bp) X23 Ax 3(h) cs Ep ba lg 


vaut O(2?**), pourvu que # soit au plus égal a A. En effet, si N est un 
des points de 9, dont la distance à P est égale à /, }(P) est au moins 
égal à u(N)9(N, P); si V(P) est plus grand que cette valeur, il existe un 
point M de M, situé à une distance de P inférieure à 2/, et tel qu'on 
ait LP) < 4 (M)5(M, P); mais on a L(M, N)<L(M, P)+ L(N, P) <3/; 
on en conclut, sous la condition £<h, 


v(P)— p(N) 9(N, P) = O(F**), 


car les t, valent O(/) quand x dépasse p. Mais la distance de N au 
point P, dont les paramètres sont (¢,, ..., ¢,,0,..., 0), est au plus 
égale a L(N, P) + L(P, P,); done L(N, P, ) = O({); par suite 


p(P,) o(P,, P)— p(N) o(N, P) = O( E+). 
Enfin 9(P,, P) — £,4A,.3(P,) 2,14 vaut O(27); donc 

V(P)—p(P,)Z,8A3,8(P;) ts fg O( 02+), 
ce qu’il fallait démontrer. 


Nous pouvons ramener l'étude de l'intégrale proposée à celle de 


2 (mn) 


{ F(PyD(P,) d(t, en, 


avec 
laren Tr Lin) 


P —s , 
D(P) CU Patera Gr) 


car la nouvelle fonction intégrée ne diffère de la première que par une 
fonction sommable. 


Nous allons montrer maintenant que l’intégrale étendue à la région 


Y(P)<rexp f(P) < p(P,) 23,9 Aa,3(2P,) te ts 


tend vers zéro avec 7. En effet, puisque / est borné, les t, d’indice « 
supérieur a p valent O(n), et par suite, pour nos points P,/—O(n): 
done 

RP PES GENS a (P,) tz tg —b(P)= O0 (nt). 
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Par conséquent, pour tous ces points P, U(P,)E, 5 A,,8(P, tte 
varie entre deux limites %°(1 + an“) et 77(1 + bn"), où a et b sont 
certaines constantes. En intégrant dans le domaine 


n° (1 ant) <2 (P,) 2z,8 As 8 (pi) te tg << (1 + Of), 


par rapport à 4,,,, ...,1,, on trouve un résultat O(nf), qui reste tel 
après l'intégration relative à £,, 4, ..., t, : la limite est bien nulle. 


On démontrerait de même que l'intégrale étendue au domaine 
(PA) 22,8 À 8(P;)tat8 <r° exp f(P) <d(P) 


tend vers zéro avec r. 
On prouverait de même que les intégrales étendues à chacune des 
régions = 
1? <p(P,) 2,8 2,8 (Pi) fa tg <n? exp f(P) 
et 
n° exp f(P)<p(P,) Esp (Pi) ta og <n’, 


tendent vers zéro avec 1. 

Nous partageons la région des points dont la distance à A est infé- 
rieure à 6, en régions partielles de façon qu'une même représentation 
paramétrique, à l’aide des fonctions /°,, soit valable dans la totalité de 
chaque région; 9 ne doit nulle part être tangent à la frontière d’une 
région, et cette frontière doit remplir les mêmes conditions de régu- 
larité que J1,,_,. Il nous suffit de prouver que la partie de l’inté- 


Un) 
grale [ FdV qui correspond à chaque région, a une limite bien 


déterminée, pour une fonction donnée, quand x tend vers zéro. 
Nous remplacons, pour chaque région, la fonction F par la fonction F,, 
l'élément dV par D(P,)d(t,, ...,1,), et la région d'exclusion par 


ES sang ty) Soy Sha (his ess ] la ta < 17, 


ce qui suflit à notre objet, d’après ce qui vient d'être vu. On peut 
trouver une constante positive À telle que, pour les points P, de Jt 
dont la distance à la frontière de la région est supérieur à Ar, tous les 
points P obtenus en associant aux paramètres 4,, 4, ...,t, de P, un 
système quelconque de valeurs det,.,, ..., 1, satisfaisant à l'inégalité 


(Ps) 22,8 Aa,8 (Pa) da ig (oO yes A): 
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on ait toujours un point P du champ d'intégration dès que n est assez 
petit. Si l’on intègre par rapport à 4,1, ..., %n» on trouve O(logy) 
quand, pour la valeur de n considérée, la distance. de P, à la fron- 
tière est moindre que Ay; si au contraire on a Ay <0, le résultat de 
cette première intégration ne dépend pas de n et vaut O( logL, — log?) 
(L, supérieur au maximum dei ); l'intégration relative à P, donne 
finalement O(7 logy) pour les points P, de la première sorte, et une 
quantité bornée pour les points de la seconde sorte. Remplacons 4 par 
un nombre cae et calculons la différence des deux résulats; pour la 
région 6<Ay, le second résultat est O(ylogy +Clog?); pour la 
région 6>Ay, le second résultat est égal au premier; la différence 
finale est donc O(y logy + C log), ce qui est infiniment petit avec 7, 
comme nous voulions le démontrer. 

Nous allons voir enfin que cette limite est indépendante de la fonc- 
tion wu. En effet on peut remplacer wu par un sans changer la limite, 
car, en intégrant d’abord par rapport à ¢,,,, ..., ¢,, dans chacun des 
domaines, la différence des résultats est nulle pour chaque point P,, 
sauf pour ceux dont la distance à à la frontière est inférieure à Ay 
(À étant convenablement choisi) : pour ceux-ci l'on obtient O(logn), 
d’où O(nlogn) après l’intégration finale; la limite est zéro, et notre 
proposition est entièrement démontrée. 

Définition : cette limite est ce que nous nommons la valeur principale 


(rm) 
de l'intégrale if F dV, ou plus simplement l'intégrale principale. 


On voit que l'intégrale principale dépend des fonctions Az, 


4. Théorème. — Sv la fonction F satis fait aux hypothèses du para- 
graphe 3, et st p(X) remplit une condition de Holder, la fonction 
F(X)e(X) satis fait aux hypothèses du paragraphe 3. 


Il suffit de le démontrer pour un domaine partiel dans lequel un 
système de paramètres 4,, t,, ..., ¢,, du type déjà introduit, est utili- 
sable. Soit X, le point (¢,, &, ..., t,, 0, ...,0). Nous écrivons, avec 
la notation du paragraphe 1, 

Lm CA) Sep Au Palin el 
+ [p(X) — p(X Es 01, tm) + p(X) Fal(t,, ..., Em). 


id Faux a ie 
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Le premier terme du second membre est du type de la fonction F, 
du paragraphe 1, et les termes restants sont du type de la fonction F, 
du même paragraphe. Le théorème est donc démontré. 


5. Tatorime. — Soit w(A) une fonction positive, continue aux points 
de &— M (§ 3) et sommable dans &. Soit H(X, A) une fonction 
continue quand À n'appartient pas à M et qui remplit les conditions 

| H(X, A)| <ow(A), 
| H(X, A) — H(Y, A)| <o(A)LA(X, Y). 


Je dis qu'on a 


(772) (72) (772) ae 
feet: FO f H(X, paf hit X) H(X, À) dVxdV,. 


Dans les deux membres, les intégrations relatives à X sont des 
intégrations principales. Introduisons la fonction | (X) du para- 
graphe 3, et soit & (n) le domaine & dont on a exclu la région 

Y(X) <<.  (n>0). 
On a 


(n) (mn) (72) (7) 
(6) Af POX) f. H(X, A) dV, avs= f if F(X) H(X, A) dVx dV,). 
& & &(n) 


&(n) 
(772) 


Si n tend vers zéro, nous allons voir que fit F(X)H(X, A) dVx 


tend vers une limite quand A n’est pas sur ON, “à la différence entre 
l'intégrale et sa limite est le produit de w(A) par une fonction qui 
tend vers zéro avec n, uniformément par rapport à X et à A. Ecrivons, 
dans un des domaines partiels, la fonction intégrée sous la forme 
indiquée au paragraphe 4, savoir 
PT ET A PMR AE Ge 
HER AT PAL. CL. 


Dans l'intégration du premier terme par rapport à 4,,,, ..., tn, la 


fonction H(X,, A) peut sortir du signe d'intégration; il en résulte que 
la différence entre l'intégrale dans &(n)et sa limite vautw(A)O(n logy). 
Comme les termes restants sont sommables dans &, notre affirmation 


est vérifiée. 
Si l’on intègre cette différence par rapport à A, on a donc un infini- 


122 GEORGES GIRAUD. 


ment petit, puisque w est sommable; le second membre de (6) tend 
donc vers celui de (5). 

D'autre part le premier membre de (6) a une limite qui, par défini- 
tion, est le premier membre de (5). > 

Le théorème est démontré. 


6. Validité des théorèmes de Fredholm pour certaines équations a 
intégrales principales. — [L'ensemble IN de variétés étant défini 
comme au paragraphe 3, et les fonctions À, 4 étant données une fois 
pour toutes, soient V,, V,, ..., V, un nombre quelconque de fonc- 
tions linéairement indépendantes données, qui satisfont aux hypo- 
thèses faites sur la fonction F. Soient U,, U,, ..., U, d’autres fonc- 
tions données, linéairement indépendantes, qui remplissent dans & 
une condition de Hélder. Nous posons 

7 


(7) (EME € A)= SU,(X) Va(A). 
: n=t 
Soit maintenant (A) une fonction posilive, continue aux points 
de G— M, et sommable dans &. On donne une fonction G,(X, A), 
continue quand A n’est pas situé sur JR, et qui satisfait aux inégalités 


(8) | G(X, A)|<w(A). 

(9) | G,(X, A) — G,(Y, A)|< (A) L’(X, Y) (o<h<i). 
On pose 

(10) GA) =" Gi CAIN GX, AY: 


Enfin on donne une fonction /(X) qui remplit dans & une con- 
dition de Hilder, et une fonction g(X) qui satisfait aux conditions 
imposées dans le paragraphe 3 à la fonction F, et l’on considère les 
équations à intégrales principales 


(11) aX) =A GX, A) p(A)AVA=S(X), 


(nn) 
(12) g(X)— À} [ G(A, X)a(A)dVi= g(X), 
dont les inconnues sont ¢ et 5; doit remplir dans & une condition de 
Holder, et ¢ doit remplir les conditions imposées à la fonction F du 


ee 
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paragraphe 3; À est un paramètre. On dit que ces équations sont 
associées l'une à l’autre. 

Soit H(X, A; 4) le noyau résolvant de G;(X, A), c'est-à-dire une 
fonction méromorphe de A, à poles indépendants de X et de A, iden- 
tique à G, pour À = O, et qui satisfait à l'identité 


(2) 
(13) Gp) f H(X, A; A) H(A, Zip) dVi=H(X,Z;2)—H(X, Zip). 


Cette fonction H s’obtient immédiatement comme quotient des séries 
classiques de Fredholm; par exemple le coefficient de X" dans la 
série du dénominateur (fonction déterminante) a sa valeur absolue 
inférieure a. 


et par suite cette série converge quel que soit À; la convergence du 
numérateur se vérifie immédiatement aussi, pourvu que A ne soit pas 
sur AM. On a évidemment 


(14) H(X, A; À) = O[o(A)], 
(15) H(X, À; À) — H(Y, A; 4) —O[w(A)]LA(X, Y), 


les constantes impliquées dans les symboles O ne dépendant que de À. 
Si la fonction ¢ satisfait à l’équation (11), elle satisfait aussi à 
l'équation 
(72) 
o(X) +) fl [ Hix, 352) ex, 2) 


a LA 


af Hi ARICA, EAN fra 
PR af WX, À: 1) flA) 4 
qui s'écrit aussi, d’après (13), 
(16) arf CR =) 
+af ux re à) GA, 2) dVa| oB)aV 2 


=f(x)+ fi F(X, A: 4) f(A) dV,: 
9 & 
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pour déduire cette équation de l'équation (11), il fautintervertir l'ordre 


de deux intégrations, mais, d’après (14) et (15), on en a le droit 
($ 4 et 5). Si l’on pose maintenant : 


(772) 


(17) PO = (x) +2 fi H(X, A; A) ,(A) Vg, 
& 
un calcul analogue montre que toute solution 9, de l’équation 


(m) (m) 
(18) p(X) à f [ex 2) +1 G(X, AHA, 352) dV 
& & 


Pa(E) dYs = f(X) 


conduit, par la formule (17), à une solution de (11), pourvu toutefois 
que ?, remplisse une condition de Hôlder, car la fonction en remplit 
alors aussi une. Or les noyaux de ces équations (16) et (18) sont ana- 
logues à G,, car 


(mn) 
G(X =) + À [ H(X, A;2)G,(A, 2) dVq 
VS 


q (mm) 
sei: [ue ea f H(X, A; 1) Unt A) dVa] V,(E) 


rn=1 


FT 
= DRIVE), 


n=1 


(2) 
G,(X, =) +2 f G,(X, A)H(A, 2; A) dV, 


L q (yn) 
=> U,(X) ee + af V,(A)H(A, =; nai] 
& 


a=! 


q 
= > U,(X) Vitaa): 


n=1 


I] est immédiat que les U*(X; À) remplissent des conditions de 
Holder, et que les V,(Æ; À) remplissent les conditions du para- 
graphe 3. Ces équations (16) et (18) se résolvent par le procédé méme 


qui réussit dans le cas particulier où les fonctions V, et V* sont som- 
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mables. La solution de (16) est du type 


(72) 4 
p(X)=f(X) + af H(X, A; A) f(A) dVa +A 8, (0) UZ(X; 2), 
& 


n=1 
et les b, sont données par les équations 


(mm) 


q 
OX Ova) [| U{ (A; À) Va(A) dVa 
& 
V=4 


(mn) (72) (mn) 
sa? Va fav +2 VE) [ H£E, A: 1) SIA) AV, dV. 
GS 6 & , 


On voit que, si la solution de ces équations existe, les b,(A) sont 
des fonctions méromorphes de A dans tout le plan; la solution existe 
d’ailleurs certainement quand À n’est ni un pôle de H ni un zéro du 
déterminant de ce système (du reste les coefficients des inconnues et 
les seconds membres deviennent des fonctions entières si l’on mul- 
tiplie les deux membres de chaque équation par la fonction déter- 
minante relative à G,). Sauf pour ces valeurs de A, qui n’ont certaine- 
ment aucune valeur d’accumulation, l'équation (11) n’a pas d’autre 
solution que celle de cette équation (16), qui peut s’écrire 


(a) 


(19) P(X)= f(X) + À N,(X, A; À) f(A) dVa, 
& 


où N, est une fonction méromorphe de x, avec des pôles indépendants 
de X et de A; quand À a une valeur fixe autre qu’un pôle, N, est un 
noyau d’intégrale principale du même type que G; pour À —o, N, 
est identique à G. La solution de (18) est du type 


q 
p(X) = FX) +A Y QU, (X), 


n=! 


ou les c, sont donnés par les équations 
q (nv) (7) dé 7 i 
AS 1 Yaa fi U,(A)V: (A; à) i= | V4 (A3 2) f(A) Va, 
Ved e 4 


qui donnent pour les c, des fonctions méromorphes de ?.; en portant 
Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 2. 17 
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l'expression obtenue dans (17), on obtient une fonction 


(20) 20) =S 00 +2 fi N.(X, Aj À) f(A) dVa, 
& 


qui est certainement une solution de (11), sauf pour des valeur excep- 
tionnelles de À; ce qui a été dit de N, peut être répété pour N,. Il en 
résulte que les fonctions méromorphes N, et N, sont identiques, et 
leur valeur commune N satisfait aux identités 


on) 


NIX, mA) GX, E)=1f N(X;.A; A) GCA} 2) avy 


a (nt) 


—) | G(X, A)N(A,2;)) dV, 
& 


qui entrainent que la fonction (19) satisfait effectivement à (11) et que 
cette équation n’a pas d’autre solution, excepté quand A est un pole 
de N. De ces identités on peut déduire, comme pour les équations de 
Fredholm, Videntité 


(We) 
(21) QG) f N(X, ASA) NCA, Eu) Vg = N(X, Sz à) —N(X, Su), 


qui comprend les deux précédentes comme cas particuliers; en effet 
la fonction N étant, pour À fixe, du même type que G, on constate que, 
toutes les fois que deux intégrations principales se superposent dans 
le calcul, on peut les intervertir, et le calcul est donc tout pareil à 
celui qui intervient dans la théorie de Fredholm. 

Pour l'équation (12), il est inutile de reprendre tous ces raisonne- 
ments, car on constate immédiatement que, si À n’est pas un pôle du 
noyau résolvant N, la fonction 


(22) g(X)=g(X) + nf N(A, X; à) (A) dV, 
est du type voulu, et elle satisfait à l'équation (12), qui n’a pas 
d'autre solution. 


S1 À est un pôle de N, étude se poursuit toujours comme pour les 
équations de Fredholm, à l’aide de l'identité (21). 


FRE 
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On parvient ainsi aux trois théorèmes fondamentaux : 


St À n’est pas un pôle du noyau résolvant, les équations (11) et (12) 
ont chacune une solution et une seule. 

Sth est un pôle À, du noyau résolvant, les solutions de l’équation 
homogène correspondant à (11) sont des combinaisons d’un nombre fini 
de solutions linéairement indépendantes; il en est de méme pour les solu- 
tions de l'équation homogène correspondant à (12), et le nombre des 
solutions linéatrement indépendantes est le méme pour les deux équa- 
tions. 

Pour que l'équation (11) soit soluble quand 2 est un pôle X, du noyau 
résolvant, il faut et il suffit que f soit orthogonal à toute solution Ÿ de 
l'équation homogène associée, c’est-à-dire qu’on ait 

(Mt) 
(23) is J¥dadV=0; 
de même, pour que (12) soit alors soluble, il faut et il suffit que g soit 
orthogonal à toute solution © de l'équation homogène correspondant 
à (11), c'est-à-dire qu'on ait 


(it) 
(24) nf SodV 6; 


On remarquera que dans les conditions (23) et (24) figurent des 
intégrales principales. 


7. Changement des domaines d'exclusion. — || peut se faire que, 
si l’on exclut de & des champs autres que ceux du paragraphe 3, 


{nn 


l'intégrale F dY ait encore une limite; cette limite est alors ordi- 


nairement différente de l'intégrale principale. Si la fonction ¢ remplit 
une condition de Hülder, il suffit d'écrire F: comme au paragraphe ‘ 


(in) 
pour voir que, dans des cas assez généraux, l’intégrale Fcd\ a 
aussi une limite pour les nouveaux domaines d’exclusion, et cette 
limite est égale à la somme de l’intégrale principale et de 


> [ 2,9 dS,+ 295,6. 
7% LATE, 
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où 9, est une fonction d’un point de M,(p—1,2;...,m— 1), et dS, 
est la mesure euclidienne d’un élément de IN); 6 est une constante 
attachée à un point de IN,, et la dernière somme est étendue à tous 
ces points. 

Nous sommes alors amené à considérer, au lieu de l'équation (11) 


du paragraphe 6, une équation 
q m—1 


(mn) (p) 
X)—2x [ G(X, A)p(A)dVi— U,(X) f mé 
(28) p(X)—2f G(X, AP(AAVA—2. EU tenes 


oe 


ay FV bon pM =S(X), 


vV=1 a> 


où M,, Ma, ..., M, sont les points de 9, ; 9,,, est une fonction d’un 
point de M, ae toutes les valeurs employées de v et de p; les 5, , 
sont des constantes. | 

En regardant ces fonctions 9,,, et ces constantes b,, comme arbi- 
trairement données, sous la seule condition que les o,, soient con- 
tinus, nous voulons rechercher de quelle façon la solution 9 dépend 
des »,, et des b,,. Nous introduisons pour cela la même fonction 
H(X, A; À) qu'au paragraphe 6, et nous remarquons que ¢ doit 
satisfaire à l’équation. 


(in) 


(26) p(X Que À) D V,(Z)p(E) dVz 
re fa "944 Set = 700 


P =1 n=1\ 


(mn) 
+af H(X, A; 2) f(A) da, 
Js 


où les fonctions U; sont les mêmes qu’au paragraphe 6. Pour résoudre 
cette equation, on remarque que ¢ a nécessairement la forme 


ml . (m) x q 
p(X) = f(X) + nf W(X, A3 2) f(A) Vi + Ye) US(X; 2). 


vV=14 


Les c, sont donnés par un système d'équations du premier degré, 
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savoir 


40) 1 Sex) ite U* (A; à) Vy (A) ry [ 9,» Ut dS, 


st 
N 
+ Ÿ bn U; (Ma; | 


n=! 


(m) (en) (mn) 
=f Vy faV+ af V,(E) f HE, A: 2) f(A) av, dVa 
& & 


m—] (p) bn (m) 
+2 tl Br) ETC pf fi H(E, A; À) f(A) dV, dS, 


i? 
N 


Sunes, Jet À) f(A) a] 


EH! 


Multiplions les deux membres de chaque équation par la fonction 
déterminante relative à G, : tous les coefficients et les seconds 
membres deviennent des fonctions entières de A, et le déterminant du 
système est égal à un pour Ao. On voit ainsi bien nettement que 
les c,(A) se présentent comme des quotients de fonctions entières, la 
fonction du dénominateur étant indépendante de v. Ce dénominateur 
et chacun des numérateurs sont des sommes d’un nombre fini de 
termes, dont chacun s’obtient en intégrant dans un certain domaine 
une fonction qui contient au premier degré les o,, et les b,, qui 
correspondent a chaque valeur donnée de v. 

Quand À n’annule pas la fonction entière du dénominateur, l’équa- 
tion (25) n’a pas d’autre solution que la fonction qui vient d’étre 
trouvée. On démontre d’ailleurs toujours par la même voie que cette 
fonction est effectivement une solution, c’est-à-dire qu’on change 
d’inconnue en employant la formule (17) du paragraphe 6. C'est 
l'extension du premier théorème de Fredholm aux équations du pré- 
sent paragraphe. 

Si o annule la fonction entière du dénominateur, il est bien certain 
que l’équation homogène relative à (25) possède des solutions non 
identiquement nulles, et que celles-ci sont des combinaisons linéaires 
d'un nombre fini de solutions linéairement indépendantes. On pour- 
rait étendre le second et le troisième théorème fondamental de Fred- 
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holm, en remplaçant l'équation associée par un système associé 
d'équations ('). 

8. Solutions nulles sur JI’. — Si la fonction 6, qui remplit une 
condition de Hülder, s’annule identiquement sur JN, il est évident 
que l'intégrale principale, au premier membre de l'équation (25), se 
réduit à une intégrale ordinaire, et que toutes les intégrales d'ordre 
inférieur à m, ainsi que les :(M,), disparaissent : cette nullité subsiste 
donc de quelque façon qu'on choisisse les ©,, et les b,,. Pour voir 
si cette nullité se produit pour une certaine valeur de z, on peut sup- 
poser que tous les »,, et tous les b,, sont nuls, c’est-à-dire se placer 
dans le cas du paragraphe 6. En écrivant que ¢ est nul sur M, ona 
une équation entre À et un point variable de JM, et l’on cherche les 
solutions indépendantes de ce point variable. C’est seulement dans le 
cas où OM se réduit à un point, que la question se ramène à trouver . 
les racines d’une fonction méromorphe de À seul : pour toutes ces 
racines, si elles existent, l'intégrale qui figure dans l'équation donnée 
est une intégrale ordinaire. 


(1) Sur certains problèmes de Dirichlet et de Neumann, Journal de Math., 11, 1932. 
p- 389 à 416, spécialement Chap. I, § 8 et 9, p. 397 et 398. 
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FONCTIONS ALGÉBROÏDES DE PLUSIEURS VARIABLES 


(EXTENSION D'UNE MÉTHODE DE PUISEUX) 


Par M  Émise COTTON, 


Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 


Introduction. 


A toute fonction holomorphe de deux variables f(a, y) = 0 s’annu- 
lant pour x —7y—o correspond une ligne polygonale, bien connue, 
le polygone de Newton. Il donne une première classification des casse 
présentant dans la recherche de l’ordre infinitésimal, relatif à ¢, de la 
fonction ¢(t) obtenue en substituant, dans /, aux variablesx, y, deux 
fonctions holomorphes x(¢), y(¢) s’annulant pour t— 0. 

Dans son célèbre mémoire sur les fonctions algébriques, Puiseux a 
utilisé ce polygone pour l'étude d’une courbe algébrique au voisinage 
de l’un de ses points. 

Des questions analogues se posent à propos des fonctions / de plus 
de deux variables et des variétés fo correspondantes. Elles sont 
abordées dans le présent travail, où j’examine surtout le cas de trois 


variables. 
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C’est une surface polyédrale de l’espace ordinaire (*), le polyédre N, 
qui remplace pour une fonction f(x, y, 2) le polygone de Newton. Sa 
définition, quelques propositions qui le concernent, utiles pour la 
suite, sont données au début du Chapitre I (n°* 1 et 2). On peut asso- 
cier aN une gerbe d’angles polyedres convexes ou la section de cette 
gerbe par un plan (diagramme plan). 

Substituons dans faz, y, z les fonctions holomorphes x(t), y(t), 
z(t) infiniment petites avec l’infiniment petit principal ¢, l’ordre infi- 
nitésimal de la fonction 9(t) obtenue et ses parties principales se 
déterminent en général à l’aide des parties principales de x(t), y(¢), 
z(t} et de l’ensemble F(a, y, z) des termes de N qui correspondent à 
un sommet, à une aréte ou à une face de N. Pour un sommet Fest un. 
monome; pour les arêtes et les faces on a des polynomes (ou parfois 
des séries entières). 

Les cas critiques (n* 3, 4) où une étude plus complète est néces- 
saire pour trouver l’ordre de 9(¢) sont ceux où les parties principales 
de x, y, z vérifient identiquement une équation F(a, y, 3) — 0. 

L'existence de fonctions algébroides, fonctions implicites définies 
par une équation f — 0 où f est holomorphe ou par un système de 
telles équations a été établie par les travaux de Cauchy, Briot et Bou- 
quet, Weierstrass et Poincaré. Après avoir brièvement rappelé (n° 6) 
les résultats essentiels, j’étudie dans le Chapitre II les fonctions algé- 
broides données par une équation f(a, y, 3)— 0, l’un des axes, Oy 
par exemple, n'étant pas situé sur cette surface. 

Les équations F(a, y, 3) —0, correspondant à une face ou à une 
aréte admettent un groupe continu (n° 7). Ce groupe est à deux para- 
mètres dans le cas d’une arète et conduit par suite à une représentation 
paramétrique des surfaces anharmoniques algébriques constituant la 
surface F— 0. On en déduit alors une représentation paramétrique 
holomorphe pour la surface analytique f = o ('). Les développements 


(1) Le premier Auteur ayant considéré ce polyèdre est M. Gustave Dumas; il l’a utilisé 
en divers travaux (notamment Communication au Congrès de Bologne, Atti t. 4, p- 419, 
1928 et Article des Commentarit Mathematici Helvetici, t. 4, p. 230, 1932). Avant de les 
connaitre, j'avais dit quelques mots au sujet de ce polyèdre et ses applications dans une 


Communication au Congrès de l'Association française pour Vavancement des Sciences, 
Chambéry, 1933. 
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obtenus présentent une certaine analogie avec ceux de Puiseux et 
permettent de suivre l’échange des déterminations des fonctions algé- 
broides lorsque les variables indépendantes décrivent certains con- 
tours fermés (n°° 8, 9). 

Pour une face du polyèdre N, le groupe est à un paramètre. On en 
déduit encore des représentations paramétriques de la surface 
F(æ,y,3)— 0 relative à la face, mais en introduisant à côté du para- 
mètre variable À du groupe, un autre paramètre & et une fonction 
algébrique y(&) définie par F(&, n, 1) = 0; les variables x et z jouent 
maintenant des rôles différents. De ces représentations on passe 
(n° 10, 11) à des représentations holomorphes valables pour la 
surface analytique fo; mais les conditions de validité des dévelop- 
pements excluent pour € le voisinage de certaines valeurs exception- 
nelles &.. 

On définit alors (n° 42, 13) dans le plan de la variable complexe x 
et pour toute valeur numérique = de la seconde variable s, de module 
assez petit, un domaine S. Les frontières sont une circonférence 
c:|x|=r(rconstante) et des cironférences d’isolement o, intérieures 
à c extérieures les unes aux autres correspondant aux valeurs excep- 
tionnelles £,; la frontière de S est complétée par des coupures rendant 
S simplement connexe. 

Autrement dit, on a, à l’intérieur de c, un ensemble de lacets ana- 
logues à ceux de Puiseux, mais où les points singuliers sont remplacés 
par les petites circonférences d'isolement. Dans le domaine S les n 


fonctions algébroides y(a, z) sont fonctions uniformes de x. 

La recherche de leur prolongement analytique à l’intérieur des 
cercles d'isolement se ramène (n° 14) à une nouvelle application de 
la méthode, en subdivisant un tel cercle comme on l’a fait pour c, et 
ainsi de suite, mais les choses vont en se simplifiant. 


(:) L'emploi de telles représentations pour les surfaces algébriques est bien connu. 
(Picard et Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables, t. 1, chap. IV). 
Les représentations données sont naturellement voisines de celles des Auteurs cités dans 
cet ouvrage; la méthode que nous suivons est p'us rapide que l’emploi des transforma- 
tions quadratiques. M. Gustave Dumas, à là fin de sa Communication au Congrès de 
Bologne, avait donné des indications sur des représentations analogues aux nôtres; mais 
nous ne nous limitons pas comme il le faisait aux substitutions unimodulaires. 
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Vient ensuite un examen rapide (n° 15) de cas écartés tout d’abord, 
où les polynomes de face où d’aréte admettent des facteurs multiples. 

Le Chapitre III concerne un système de deux équations /(x,y,=)=0, 
g(æ, y, 3) =o représentant deux surfaces analytiques passant toutes 
deux par l'origine (qui peut être point multiple). Un théorème de 
Poincaré montre que x et y sont fonctions algébroides de 3, ou, en 
d'autres termes, qu'au voisinage de l'origine l’intersection se compose 
d'un certain nombre de cycles analogues à ceux qu'Halphen a intro- 
duits dans la théorie des courbes gauches algébriques. L'emploi des 
polyedres N permet, en général, de caractériser ces cycles (n° 16, 17); 
en prenant g=/, on peut ainsi reconnaitre le moment où il devient 
superflu de poursuivre l’étude du n° 14 des fonctions à l’intérieur d’un 
cercle d'isolement. 

Pour ne pas interrompre l'exposé de la théorie précédente aucun 
exemple n'a été donné dans les premiers chapitres; on en trouvera 
dans le dernier, où plusieurs des propositions antérieures reçoivent 
une application. 


CHAPITRE LI. 


|. Étude d’un ordre infinitésimal. — Soit 


fiz, DSi = TO od te ct 


une série entière où manquent le terme constant et quelques-uns des 
termes de moindre degré, ayant des rayons de convergence associés 
différents de zéro. Effectuons la substitution 


(1) C= By 1, DRE sil 


Ti, is 3, sont différents de zéro; x, 3, y sont des entiers positifs. 
Cherchons l’ordre infinitésimal relatif à ¢ de la fonction 


Oey firey py PTE 
ainsi obtenue. 
Soit 2 le point de coordonnées rectangulaires x, 8, y, considérons 


aussi a, b, c comme les coordonnées relatives aux mêmes axes Qa, 


2 
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Qb, Qc d'un point; mais ne conservons parmi ces points a, b, c que 
ceux E auxquels correspondent dans la série f des coefficients A,,,,. 
différents de zéro. La substitution (1) transforme le monome A,,,.x"y"3° 
en A,,.æi vis dont l’ordre infinitésimal est le produit scalaire 
aa + bB+ cy des deux vecteurs QE et Qe. La recherche de l’ordre 
infinitésimal de (1) amène donc à projeter les points E sur la droite 
Qe et à chercher celle de ces projections qui est la plus voisine de Q. 

Nous dirons qu’un point E est un point E, s’il existe des points < tels 
que le produit scalaire QE Q: correspondant à ce point E ne soit supé- 
rieur à aucun des produits analogues. Il y a évidemment au moins un 
point dans l’ensemble K,; il se peut d’ailleurs qu’il y en ait un seul, la 
série f est alors de la forme x"y’z' [A+ aysg(a, y, 3)], A est une 
constante, g une série entière. Il est possible encore que les points 
soient tous situés sur un segment de droite ou encore dans un même 
plan parallèle à l’un des plans de coordonnées; nous n’insisterons pas 
sur ces cas exceptionnels et supposerons en général que l’ensembleE, 
comprend au moins trois points déterminant un plan qui n’est paral- 
lèle à aucune des faces du trièdre Qabc. 


Remarques. — 1° Soient E, un point de l’ensemble E,, F un point 
quelconque à coordonnées positives, si le vecteur QF’ équipollent 
à E, F est situé dans le trièdre des coordonnées positives, on a, quel que 
soit pris à l’intérieur ou sur les faces de ce trièdre, 

QE, Qe < QF Qe. 
2° Si l’on a deux points F,, F., tels que 
QF, Qe>QE, Qe, QF, QeS QE, Qe, 
on a aussi pour un point F,, pris arbitrairement sur le segment F, Fy, 
QE, Qe > QE, Qe. 

Ces deux remarques permettent d’utiliser un ensemble continu a 
trois dimensions ('), un corps (K) pour la recherche des points E, et 
des points < tels que le minimum du produit scalaire QEQ< soit réa- 
lisé par QE, Q:. 


=, 


(1) Dans le Chapitre | du Mémoire de M. 3 
Mathématiques, t. XI, 1933), se trouve un bon exposé des notions utilisées ici à leur 


sujel. 


avard. Sur les corps convexes (Journal de 
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Ce corps (K) sera constitué par l’ensemble des points situés à l'inté- 
rieur (ou sur les faces) de l’un au moins des tétraèdres dont.les som- 
mets sont quatre points appartenant soit à l’ensemble E défini plus 
haut, soit à ceux qu’on en déduit par des translations parallèles à 
chacun des trois axes Qa, Qb, Qc, dans le sens positif, l'amplitude 
de la translation étant un nombre entier quelconque. 

Ce corps (K) s'étend à l'infini (‘), mais la surface qui le limite est 
convexe et formée de faces planes; les unes qui ne sont parallèles à 
aucun des axes des coordonnées sont des polygones convexes, chacune 
des autres est limitée par une ligne brisée polygonale convexe dont les 
côtés extrêmes sont des demi-droites. 

Nous conserverons à cette surface le nom de polyèdre, bien qu’elle 
s’étende à l'infini, et nous la désignerons par polyèdre N (ou N;) pour 
rappeler son analogie évidente avec le polygone de Newton. — 

Dans tous les cas, les sommets du polyédre N sont des points de 
l’ensemble E, les autres points de E, sont sur les faces ou sur les arétes; 
comme ces points sont à coordonnées entières, il en résulte que les 
paramètres directeurs des normales aux faces de N peuvent étre pris 
entiers. Ces entiers sont de même signe, car Si ay, b,, ©, désignent les 
coordonnées d’un sommet de la face, «, 3, y les paramètres directeurs 
de la normale au plan de la face, ce plan a pour équation 


a(a— dy) +8B(b — bi) + y(c— co) —=0, 


et tous les points de coordonnées a,+ p, 6,+ q, co+r(p,q,r non 
négatifs, non tous nuls) devant être par rapport à ce plan du côté 
opposé à celui où est l’origine Q, «p+ Bq + yr doit garder, quels que 
soient p, g, r, un signe constant. Nous prendrons a, 8, y positifs. 


2. Éléments réticulaires. — L'ensemble des points de coordonnées 
a, b, c entières (positives, négatives ou nulles) constitue un réseau tel 
que ceux de la Cristallographie géométrique. Conservant quelques-unes 


(*) Dans le cas où f(x, y, 5) est un polynome, il y a intérêt d'une part à considérer 


des points € dont les coordonnées sont des entiers de signes quelconques et d’autre part 

à ne pas faire usage des translations dont nous avons parlé. Le corps (K) est remplacé 
‘ y srieur à fan = ] à ï A 

par l’intérieur et la surface du plus petit polyèdre convexe contenant les points représen- 


tatifs E des exposants du polynome. 
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des locutions qu’elle utilise, nous appellerons nœud tout point du 
réseau, droite réticulaire toute droite passant par deux nœuds distincts, 
plan réticulaire tout plan contenant trois nœuds non en ligne droite. 
Sur une droite réticulaire il y a une infinité de nœuds, dont les dis- 
tances mutuelles sont des multiples de la longueur d’un vecteur porté 
par la droite que nous appellerons intervalle réticulaire, et qui définit 
la translation associée à cette droite réticulaire. Un plan réticulaire P 
contient une infinité de nœuds, constituant un réseau plan de parallé- 
logrammes; ce réseau correspond au groupe de translations associé au 
plan réticulaire considéré. 


3. Cas où l'ordre infinitésimal s'élève. Gerbe et diagramme plan. 
— Revenant au polyèdre N considéré plus haut, nous remarquerons 
que ses arêtes et ses faces sont des droites et des plans réticulaires; on 
a observé que les normales menées par l’origine à ces faces sont inté- 
rieures au trièdre Q abc des coordonnées positives; les plans parallèles 
à ces faces passant par Q n’ont donc aucun point intérieur au trièdre ; 
il en résulte qu’en menant par l’origine une parallèle à une arête de N 
cette droite ne pénètre pas à l’intérieur du trièdre; autrement dit les 
paramètres directeurs d’une arête de N ne peuvent avoir le même signe 
(cependant deux d’entre eux peuvent être nuls). 

Les exposants «, 3, y des formules (1) étant donnés, nous cherchons 
l’ordre infinitésimal de 9(t) en considérant le point « de coordonnées 
a, B, y et le plan d’appui du corps (K) ou du polyèdre frontière N 
normal à Q<; plusieurs cas sont alors à distinguer. 

Si ce plan d’apput n’a qu'un seul point commun avec N, c’est 
nécessairement un sommet de N et un point de l’ensemble E,; 
a, b,c étant ses coordonnées, A,,, le coefficient correspondant dans la 
série f, l’ordre infinitésimal de 9(¢) est bien ax + 68 + cy et la partie 
principale Agiex%, y}, 3540208407, 

Lorsque le plan d’appui a plusieurs points de contact avec N, ils sont 
répartis soit sur une aréte, soit dans une face de N; plusieurs termes 
de la série f deviennent par la substitution (1) des monomes de même 
degré en ¢; il peut arriver que la somme de ces monômes soit nulle, 
l’ordre de 9(t) est dans ce cas supérieur au produit scalaire minimum. 

Pour que cette circonstance se présente il faut d’abord que à, 8, y 
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soient les coordonnées d’un point : tel que la demi-droite réticulaire Qe 
soit normale à une face ou à une aréte de N. Dans le cas d’une face, 
la demi-droite est bien déterminée; pour une aréte, Q< doit être située 
dans le plan des demi-droites Qz,, Qe, normales aux faces adjacentes, 
et, de plus, être intérieure à l’angle aigu formé par ces deux demi- 
droites (sans quoi le plan normal à Q< mené par l’arête ne serait pas 
plan d'appui). En d’autres termes %,, 3,, y, et %, 3, y: étant les coor- 
données (entiers non négatifs) des nœuds ¢,, é2, il doit exister deux 
nombres positifs À,, A, tels que 


= À, Oy -F As, B= À 641 + Ab, Y= Yi + Ac}s- 


L’élévation de l’ordre exige une autre condition, le coefficient dez”, 
m désignant le produit scalaire minimum doit être nul. Ce coefficient 
est F(x,,71,3,), en désignant par F(a, y, 3) l’ensemble des termes de 
la série f dont les exposants sont représentés par les points de 
l’ensemble E, situés sur la face ou sur l’aréte considérée. 

Nous désignerons par critiques les substitutions (1) pour lesquelles 
l’ordre infinitésimal de o(t) est supérieur au produit scalaire minimum 
nous appliquerons la même épithète aux exposants «, 3, y aux points ¢, 
aux demi-droites Qe, aux coefficients æ,, y,, 3,, Correspondant à de 
telles substitutions. 

A chaque face de N faisons correspondre la demi-droite critique Q< 
qui lui est normale, à chaque aréte associons l’angle aigu des demi- 
droites critiques correspondant aux faces adjacentes. Aux arêtes de N 
issues d’un même sommet correspondent ainsi les faces d’un angle 
polyèdre convexe. A l’ensemble des sommets de N correspond ainsi un 
ensemble IT d’angles polyèdres convexes remplissant le trièdre Qabe; 
et que nous appellerons gerbe associée à N. Les demi-droites critiques 
sont les droites réticulaires appartenant aux faces constituant la 
gerbe. l 

A cette gerbe il peut être commode d'associer sa section D par un 
plan tel que a + b +e— 1 rencontrant les trois arêtes du trièdre Qabc: 
c'est un ensemble de polygones convexes constituant le pavage du 
triangle section du triédre Qabe par le mème plan. 

Nous l’appellerons le diagramme plan associé à N et à ie 
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“ 


Ce triangle étant pris pour triangle de référence, le point de ren- 
contre e d’une droite réticulaire Qe avec le plan du triangle a pour 
coordonnées a, B, +. 

De la règle élémentaire concernant l'ordre infinitésimal du produit 
de deux fonctions d’une même variable infiniment petite, on déduit 
aisément la proposition suivante. € 

Soient f(x, y,2), f.(x, y,3)deux séries entières sans termes cons- 
tants, /, leur produit; appelons N, N,, N, les polyédres N correspon- 
dants, II, IT,, IL et D, D,, D, les gerbes et les diagrammes plans qui 
leur sont associés; la gerbe II, est constituée par l’ensemble des points 
communs aux faces de II ét de II, ; autrement dit, toute face de IL est 
face ou partie de face de l’une au moins des gerbes II, II,; de même le 
diagramme D, est la superposition des diagrammes D, D,. Les arétes 
des angles polyédres constituant II, sont soit les arétes analogues 
pour II, II,, soit l’intersection d’une face de IT et d’une face de IT,. Ces 
arêtes donnent les normales aux faces de N,; pour obtenir la face de N, 
correspondant à l’une d'elles, Q<, on considère les points de rencontre 
e, e, de cette normale avec les plans d'appui de N, N,, normaux à Qz, 
l'extrémité de la somme Qe, des vecteurs Qe, Qe,, donne un point de 
la face cherchée. 

En d’autres termes, le corps K, correspondant au produit f, est la 
somme des corps K, K, relatifs aux deux séries facteurs (Favard, loc. 
cit., p. 233); on remarquera l’analogie de cette proposition et de celle 
qui concerne l’ordre du produit de deux fonctions infiniment petites 
d'une seule variable. 

Lorsque l’une des séries /s’annule seule pour z= y= =o l'autre, 
f;, ayant une terme constant différent de zéro, le polyédre, la gerbe, le 
diagramme plan, etc., sont les mêmes pour / et pour //,. En parti- 
culier ces éléments sont les mêmes pour f et pour les formes réduites dont 
un théorème de Weierstrass, le Vorbereitungs-Satz, fait connaitre l'exis- 
tence. (Voir plus loin n° 6). Cette remarque nous sera utile. 


4. Polynomes correspondant aux faces et aux arêtes de N. — En 
considérant ceux des termes de la série f(a, y, 3) dont les exposants 
a, b, c sont les coordonnées de points E, situés sur une face ou sur une 
aréte, nous avons défini une fonction F(x, y, =) correspondant à cette 


16 
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face ou à cette aréte et qui intervient dans la recherche des substitu- 
tions critiques. | 

Pour les faces et les arêtes qui ne sont parallèles à aucun des trois 
axes de coordonnées, le nombre de ces points E, est nécessairement 
fini, F(a, y, 3) est un polynome; nous parlerons donc des polynomes 
de face et des polynomes d’aréte. Il arrive souvent qu’on peut mettre 
en facteur dans F un certain monome ays dont les exposants 
a, by, © sont les coordonnées d’un point 2’ tel que la translation QQ’ 
transforme le trièdre Qabc en un trièdre Q’a'b’c’ dont chaque face 
contient un sommet au moins de la face ou de l’arête de N considérée ; 
tous les autres points E, de cette face ou de cette aréte étant intérieurs 
à Q'a'b'c'. Le second facteur F(a, y, 3)/x“y"3° est le plus important, 
c’est encore un polynome; le degré de ce polynome par rapport à l’une 
des variables (y par exemple) est égal à la mesure de la projection sur 
l’axe correspondant Qb de la face ou de l’aréte deN. 

Considérons une arête EE” du polyèdre N; soient a’, b', c’, a", b", c" 
les coordonnées des sommets qu’elle relie et à le plus grand commun 
diviseur des différences a’— a’, b"— b', c"— c'; les quotients 


hig a’ 0" b' C'— c! 
b= os 


RSs il Fe VIRE 


sont premiers entre eux dans leur ensemble, et sont de signes diffé- 
rents (n° 2) (on admet que l’aréte n’est parallèle à aucun des trois 
axes); a, b,c sont les projections de l'intervalle réticulaire de l’aréte, 
et tout nœud E appartenant à l’aréte considérée a des coordonnées de 


la forme 
a=a'+ pa, b= b'+ pb, c= c'+ pe, 
p étant entier. Le polynome relatif à l’arête peut donc s’écrire 
(2) F(a, y, 3) =a y's" @(9), §= xayb<e 
D est un polynome dont le degré surpasse l'unité si E/E" n’est pas inter- 
valle réticulaire: l'équation F =o représente quelques-uns des plans 


de coordonnées x —0, yo, 3 —o et une ou plusieurs surfaces 
algébriques 


(3) wey sc Ts 


> est une constante racine de l’équation algébrique D(0) = o. 
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Ces surfaces appartiennent à une classe générale signalée par 
Sophus Lie dans ses travaux sur le complexe tétraédral (Berührungs- 
trans formationen, Chap. II). Ce sont les surfaces anharmoniques ('), 
qu’on peut transformer homographiquement de manière à donner à 
leur équation la forme (2), mais a, b, c sont en général des constantes 
quelconques. 

Ici, ce sont des entiers; on peut les obtenir sans passer comme 
plus haut par l’intermédiaire des coordonnées a’, b’, c', a", b" c"; 
l’arête considérée étant l'intersection de deux faces de N, auxquelles 
correspondent les normales Qe,, Qc,, est parallèle au produit vectoriel 
Qe, AQz,, en lui donnant Q comme origine on a une droite réticulaire, 
dont l'intervalle réticulaire a pour projections a,b, c; si «,, 8,, y:, 
a», Bs, y: sont les coordonnées des nœuds ¢,, &, 

(4) pete ici. mobilisé ser bent 

Biy2— Yas Yi%2— yes  %P.—Bya, ad 
d étant le plus grand commun diviseur des trois premiers dénomi- 
nateurs. 

Lorsqu'il y a parallélisme de la face ou de l’aréte considérée avec l’un 
des axes Qa, Qb, Qc, F(a, y, z) est, en général, une série de forme 
particulière. Par exemple pour une face parallèle à Qc (sans l’être 
aussi à Q a ou à Qb), Fest de la forme LY.,(z) xy’ polynome en x, y 
dont les coefficients sont des séries entières en 3; les exposants a et b 
vérifient une relation «a + $b = const. 

Si la face est parallèle au plan bQc, F est le produit d’une série 
entière en y et z par une puissance de æ. 

Pour une arête parallèle à Qc, F est le produit d’une série entière 
en z par un monome en æ et y. 

Plus généralement, e étant un nœud à coordonnées «, B, y positives 
et entières, on peut grouper dans la série f tous les termes dont les 
points E représentatifs des exposants donnent lieu au même produit 
scalaire p = aa + 68 + cy, en considérant les valeurs croisssantes p,, 


(1) Nous adoptons la dénomination de M. Tresse (Thèse, Acta Mathematica, t. 18). 
Celle de Klein Surface W (Héhere Geometrie) préte à confusion, Darboux ayant donné 


ce nom à d’autres surfaces. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 2. 19 
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Pr, -.…, de ce produit, on transforme la série f(æ, y, 3) en une série 


flags) =Fi(a, 9,5) + Fil, 5) +... 


F, désignant l’ensemble des termes donnant le produit p, est un 
polynome (si € n’est pas dans une face du triédre Qabc). C'est ce que 
nous appellerons ordonner la série f normalement à Qe (ou parallèle- 
ment à la face de N normale à Qe quand elle existe). 

De même à deux nœuds ¢,(a,, 3,, y:) et e:(a, Bs, Y2) correspond 
un groupement des termes de la série f la transformant en une 
série à double entrée f(a, y, 3) = EF;(x, y, 3) dont les termes cor- 
respondent à des mémes valeurs des produits scalaires, 


pHaa,+b8,+ cy, g—aa,+ 66,+ cy;, 


on ordonne ainsi la série f normalement à Qe, et à Qe, ou parallèlement 
aux plans perpendiculaires à ces droites. 


5. Remarques. — En résumé, l’ordre infinitésimal de o(¢) sera 
donné par le produit scalaire minimum m=aa-+b$-+ cy cor- 
respondant au plan d’appui de N normal à Qe, la partie princi- 
pale o(t) sera F(a,, y,,3,)¢”", F désignant le monome, le polynome ou 
la série formés par l’ensemble des termes de / dont les exposants 
donnent ce produit scalaire, sauf dans les cas critiques où < est un 
nœud appartenant à une face ou à une aréte de la gerbe II et où de 
Pe CED, 75-34.) 0: 

On peut énoncer une proposition analogue concernant le résultat 


@(t) = f[x(t), y(t), 5(t)] 


de la substitution à æ, y, s de séries entières en t, variable infini- 
ment petite, 


ees Ly OL eres Pa Vee Ay Ne A eo 


dont les termes de moindre degré sont seuls écrits; l’ordre infini- 
tésimal et la partie principale de ®(7) sont les mêmes que ceux 
de 9(t) = f(x, t*, y,t?, 3,t°) sauf dans les cas critiques rappelés plus 
haut, pour lesquels l’ordre infinitésimal s’éléve et qui demandent une 
étude plus complete. 

Les résultats précédents s'étendent, pour la plupart, aux séries 


et 
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RE LT RE DE a NG eee eee. ante 


et aux substitutions 


Di My EM UNE, yn ee 


.Les expressions a,%,+...-++a,«, sont les produits scalaires de 
vecteurs d’un espace euclidien à » dimensions, rapporté à des coor- 
données rectangulaires; on définit comme plus haut dans cet espace 
les ensembles E, EK, et par l'emploi de simplex (figures analogues aux 
tétraèdres) le corps continu K convexe et sa frontière polyédrale N 
(Voir le Chap. I du Mémoire de M. Favard). 

Les points de cette surface se rangent en classes : les points de 
cette classe 1, ceux pour lesquels il n’y a qu’un plan d’appui sont les 
points intérieurs aux faces de N, les points de classe m (1<m<n) 
constituent les intersections de m faces de N. A ces diverses classes cor- 
respondent (pour m <n) des classes de substitutions critiques 7; =X;t. 

Lorsque n=4 leur recherche peut être facilitée par l’emploi 
d’un ensemble de polyèdres convexes remplissant un tétraèdre et 
constituant une figure analogue au diagramme plan. Nous nous con- 
tenterons ici de ces indications rapides. 

Ajoutons enfin que les résultats précédents s'appliquent aux fonc- 
tions réelles de trois variables jouissant des propriétés suivantes : Elles 
admettent des dérivées continues jusqu’à un certain ordre p; elles 
s’annulent à l’origine, ainsi que quelques-unes de ces dérivées. 


CHAPITRE IL 


6. Théorème d'existence des fonctions implicites. — Soit 


HA» Laser «ar al AD 


une équation dont le premier membre est une série entière, telle 
que f(0, 0, ..., 0) = 0; elle définit y comme fonction implicite des æ, 
les modules de toutes ces variables étant assez petits. Cela résulte du 
théorème classique d'existence lorsque la série f(y, 0, 0, ..., 0) 
4° @ 
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contient un terme du premier degré en y, (la fonction implicite est 
alors développable en série entière en (æ,, ..., Æn) et d’un théorème 
de Poincaré (Thèse, 1879, OŒEuvres, t. II, p. LIN) lorsque la série 
f(y 0, ..., ©) commence par un terme en y"(m>1), la fonction 
implicite n’est alors plus uniforme et ses diverses déterminations 
vérifient une équation (équation réduite) 


F (4, By, ...,€n) = "+ Boy" +... +B y + Bo—0, 


algébrique en y, dont les coefficients sont des fonctions holomorphes 
de x,, Zi, ..., , S’annulant pour v,=2,=...=2,=0. De la le 
nom de fonctions algébroides que Poincaré donne à ces fonctions 
implicites. 

Weierstrass avait donné ce résultat (') dans ses Cours et l'avait 
complété en montrant que f = #g, g est une série entiére ne s’annu- 
Jantpasipour zu 0) GWerke, to Abap- tans 
proposition ( Vorbereitungssatz) dont M. Goursat (Bulletin de la Société 
mathématique de France, t. 26, 1908, p. 209) a donné une démonstra- 
tion élémentaire. 

Poincaré (loc. cit., lemme IV) a donné pour les systèmes de p 
équations définissant p fonctions implicites de x variables un théorème 
analogue dont nous aurons à nous servir dans la suite. 

‘Il faut maintenant étudier les fonctions implicites dont le théorème 
de Poincaré-Weierstrass nous fait connaitre l’existence, et notamment 
classer leurs diverses déterminations. | 

Pour n —1 la fonction implicite dépend d’une seule variable æ, la 
méthode de Puiseux apprend à répartir les m racines en un certain 
nombre de systèmes circulaires; les racines d’un même système se 
permutant entre elles quand le point a2 décrit une petite courbe 
fermée entourant le point æ = o. L'emploi d'une surface de Riemann 
au voisinage d’un point de ramification donne une forme élégante à la 
loi d'échange des racines appartenant à un même système circulaire. 

Nous allons étudier le cas le plus simple après celui-là, celui 
où n —2; désignons plus brièvement les variables indépendantes 
©), +, par x et z (elles jouent, le plus souvent, des rôles différents). 


ART Pe 2. lle Aad rer dm hdd nl ate es sacle ts cm. © 


(*) Dans son Calcul des Résidus (p. 27, note) M. Lindelôf rappelle les travaux de 
Cauchy sur le même sujet. 
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Les résultats antérieurs vont nous conduire à diverses représen- 
tations paramétriques de la surface analytique f(x, y, 3) = o au voi- 
sinage de l’origine; ces représentations correspondent les unes aux 
faces, les autres aux arêtes du polyèdre N et se prêtent à une étude 


plus complète des fonctions implicites y(a, 3) définies par cette équa- 
tion. 


7. Groupes correspondants aux faces ou aux arêtes de N. — 
Remarquons d'abord que tous les monomes constituant le polynome 
(ou la série entière) F(x, y, 3), correspondant à / et à une face de son 
polyèdre N, se reproduisent multipliés par une même puissance de À 
quand on effectue la transformation 


(1) Sea LS: ya Ml Sess. 


a, B, y étant les coordonnées du nœud € pris sur la droite réticu- 
laire Qe normale à la face. 

Par suite, /a surface obtenue en égalant à zéro un polynome de 
face admet le groupe continu (1) à un paramètre i. Il en est de même 
évidemment pour toute surface D(x, y, 3) — o où D est un polynome 
dont les exposants sont représentés par des points E situés dans un 
même plan normal à Q<. Par suite, la surface obtenue en égalant à 
séro le polynome correspondant à une aréte de N admet le groupe à deux 
paramètres À, u. 

(2) Ve ii ins, y Pipe, = Elu, 


ir Bis Yi et &, Bo, y: sont les coordonnées des points ¢,, #, pris sur 
les normales Qe,, Qe, aux faces adjacentes de l’arête considérée. 

La même propriété appartient aux surfaces anharmoniques 
(3) aa yb20=T 
en lesquelles cette surface se décompose (n° 4); nous admettons ici 
que l’arête n’est pas parallèle à l’un des axes Qa, Q0, Qc. 


8. Représentations paramétriques correspondant à une arête. — 
La surface anharmonique admet, par suite, la représentation para- 
métrique 


(4) gps oy SM py) 4 AU, 
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où 7, est racine de l’équation 


(5) 7>—t=0, 


pourvu que bo, c'est-à-dire que l’arête de N ne soit pas parallèle 

au plan b = 0; nous reviendrons plus loin sur les cas écartés. 
Cherchons une représentation paramétrique analogue pour la sur- 

face analytique f(x, y, 3) = 0. F désignant le polynome correspondant 


à l’arête, posons 
f (2,9, 5) =F (2, 9,5) + 8(4,Y, 5) 


et effectuons la substitution 
(6) ee on 1 Va À F=A(t+ 9) 2B 1p Be, 3 = hi pts 


dans l’équation f= 0; nous obtenons après suppression d’un facteur 
monome en A, y l'équation 


(7) F[t,n(1+ 9), 1]+ ¥(9,4, p)=o 


qui détermine ©; y est une série entière en 9, z, u. s’annulant iden- 
tiquement (') pour A= uo. Comme F(1, x, 1) est nul, 


Flr, n(1+ 9), 1] 


contient en facteur une puissance de ©, montrons que l’exposant en 
sera égal à l'unité dans le cas (cas g rés où la racine = > de P(0)= 0 
(n° ay est simple. 

La formule (2) (n° 4) donne 


i F aus, , 
FT, 7; 53) = 0" = + bz 7" 5° 6 O'(9), 
. 


d’où : 
PAT; ny = Bae TO UT); 
c'est le coefficient de 9 il est différent de zéro puisque b=o a été 
écarté et que 7, x ne sont pas nuls. 

Dès lors le théorème classique d'existence des fonctions implicites 
nous montre que (7) admet une solution holomorphe o(A, uw) telle 
que ¢(0,0) =o, que nous écrirons aussi 9(A, 43 n) pour rappeler 


So RRR That SET Sasa a rot. Meira ataleh attain acetate. 


(1) Pour tout terme en at yose de g l’un au moins des nombres p et q du n° 4 est 
supérieur aux nombres analogues provenautides monomes de F. 
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quelle correspond à une racine » de (5); il faut toutefois examiner 
les questions de convergence. 

SoientR,, R,, R. des rayons de convergence associés relatifs à æ, y, z 
de la série /, la série entière en Y, A, p: f(X%u%, YAP uh, Au) est 
absolument convergente si les modules de ces variables vérifient les 
inégalités 

[AI] US LR, [Y| JAP pCR, LA pie R,. 


Prenons | Y |< R nombre positif arbitraire supérieur a | 7 
choisirons ensuite des nombres positifs 7,, r, de façon que 


, nous 


rerB<oR,,  RrbrboR, rhrf <R,, 


ce qui est toujours possible lorsque les deux nombres d’un même 
couple «,, ; 8,, 3.; y,, y: ne sont pas nuls simultanément, c’est-à-dire 
lorsque l’arête considérée de N n’est parallèle à aucun des trois axes 
Qa,Q6, Qc. 

La série entière en 9, À, & constituant le premier membre de (7) 
est convergente si 


FANS Fe, poy Sr: || 


ots R= FGF, 


et les hypothèses du théorème classique d’existence des fonctions 
implicites étant remplies, il existe des nombres positifs r',, r, tels que 
la série entière o(A, 4) représentant la solution de (7) est convergente 
pour ia} #45 NC 
iA; <7, “| RIL STE. 
Remarques. — Les formules (6) donnent 


bd Ye 5%: —bd 


(8) PARENT PA 


bd— ay; — 4, :, b et d ont été définis plus haut (n°4). Nous pou- 


+ a | 
vons supposer mya oa dès lors quand À et tendent tous deux vers 
je 1 


œ Ye 


zéro |x||z| “ tend vers zéro, |a||s| * devient infini; par suite la 

représentation paramétrique trouvée peut convenir à une partie de la 
rface analytique telle que 

surf y tiq saa a 

(9) Mis|e<ix|<mlsf, 

(10) isl <h, 


148 ÉMILE COTTON. 


m, M, À étant des nombres positifs donnés, le dernier doit être assez 
“voisin de zéro ('). 

Les équations (8) permettent d'exprimer A et p. et par suite o(À, 4) 
et y en fonction de certaines puissances de æ et 3 à exposants frac- 
tionnaires, ces développements rappellent donc ceux de Puiseux; 
toutefois, parmi ces exposants fractionnaires, il en est ici de négatifs. 

Pour une valeur donnée de z, la double inégalité (9) entraine que 
le point représentatif de la variable x doit être intérieur à un anneau 
limité par deux circonférences ayant pour centre x = 0; c’est l'anneau 
correspondant à l’aréte considérée. 


9. Correspondance entre les deux surfaces (anharmonique et 
analytique). — L’équation (3) d’une surface anharmonique déter- 
mine, pour des valeurs données de æ et 3, b valeurs distinctes de y 
que nous écrirons 


(11) Dies we (bekoy hy RUE. 
1 

y, étant celle des racines +? dont l’argument est positif et aussi petit 
que possible; nous prendrons pour argument du second facteur 
— SE SA les arguments Arga, Args étant inférieurs à 27 et 
positifs ou nuls. Ces b fonctions y,, ..., y, sont ainsi bien définies 
quand les points æ, z se déplacent dans leurs plans respectifs sans 
franchir les coupures pratiquées dans ces plans suivant les demi- 
droites représentant les x et les z réels et positifs. 

Faisons maintenant varier æ et 3 d’une façon continue en partant de 
valeurs initiales æ,, 3, et décrivant deux courbes fermées C,, C. pou- 
vant franchir les coupures, mais telles que læ |, || restent finis et 
différents de zéro; déterminons y(a, 3) parles conditions suivantes : 
y vérifie (3) est continue et a pour détermination initiale (Yo )x. Quand 
x et z ayant décrit C, et C, reviennent en x, et z, l'argument dea a 
augmenté de 2/7, celui de s de 2nz (J, nentiers de signes quelconques) 


EEE 


Naina FES ys FES te 
(1) Pour y:= 0 a, 4 0, au lieu de la première inégalité (9), on ena une de même forme 
que (10), qui peut être supprimée en choisissant convenablement A. L'anneau correspon- 


dant à une telle arate, se réduit à un cercle de centre x = 0. 
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et la valeur de y(a, 3) lors du retour en x,, 3, sera (yo )e O8) en 
posant 


web, 


On trouve sa place (y,), dans la classification précédente, en cher- 
chant le nombre À tel que 1</<b auquel est congrue (module b) la 
différence 4 — (la + nc); pour retrouver la valeur initiale il faut et il 
suffit que Ja + nc soit multiple de b. 

Remplaçons, pour un instant, dans Jes formules (4), n par un troi- 
sième paramètre variable v; nous obtenons une représentation 
paramétrique de l’espace æ, y, 3. Elle n’est pas parfaite : plusieurs 
systèmes de valeurs de À, 14, v donnent le même point a, y, 3; étu- 
dions cette indétermination. 

Donnons-nous æ, y, 3, les équations (8) et la formule y = vA" p.* 


ami 
déterminent A, u, v à des facteurs près ©, o7, a" où ce; p, g,r 
sont entiers. Ces entiers ne sont pas arbitraires; pour que la substi- 
tution 


(12) À — 0"), prop, Von, 
entraine les identités 
DÉS Te Eee pos A Bu Paes 9: Sa NMS 3, 
il faut 
PA +7 %—=sbd, 
ph + qPr+r=thd, 
PMI: =Ubd, 


s, t, u étant entiers, d'où, puisque bd = y, a, — y.%,, 


PH — Sp. + UA, 
(13) =" Sp — ua, 
= 5(B,72—Beyi) + L(Y. % 44a) sig (a, By — a, B,) 


~ 


(r est bien multiple de d plus grand commum diviseur des trois 


parenthèses). 
Les équations (12) et (13) définissent un groupe discontinu (s, ¢, w 


sont des entiers arbitraires ). 
Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fasc. 2. 
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Ce groupe donne les transformations des paramètres laissant inva- 
riants les points de l'espace. . 

En prenant, dans les formules (12), pour v une racine 7 de l’équa- 
tion (5), nous avons les transformations de la représentation para- 
métrique qui laissent invariante la surface anharmonique. Soit ? le 
point de cette surface donné par x, p. (ou A’, pu’), æ, y, 3 ses coor- 
données. 

Faisons ensuite dans ces mêmes formules (12) 


v—=nli+o(À, pi n)]. 


Nous obtenons un point Q de la surface analytique f= o ayant même 
x et même 3 que P, et dont l’ordonnée Y peut s’écrire, d’après ce qui 
précede, 

Y=n[r+ 9(A, 23 0) | Ap? n[1+ 9 (0, ps n)]o" hp. 
On a donc 


fe Ud ta n| Fee o(à, be: n)] g'A ip, Vip ET 


o(A, us n) vérifie donc l’équation analogue à (7) qui donne 
', w; 40") et par suite 
(14) p(o/À, oF; oN) =A, u; n). 


En résumé, bien que la correspondance entre P et Q n'ait été établie 
que par l'intermédiaire d'une représentation paramétrique imparfaite 
elle est indépendante des transformations (12), (13) qu’on peut effec- 
tuer sur les paramètres. Dans le domaine défini par (9) et (10), à un 
point P de la surface anharmonique, correspond un point Q et un seul 
de la surface analytique f =o. 

Si l'on se donne une parallèle à Oy (c’est-à-dire vet 3), il y a sur 
cette parallèle b points P,, Ps, ..., P, de la surface anharmonique et 
bpointsQ,,Q.,...,Q, correspondants de la surface analytique. Quand 
les points représentatifs des variables complexes a et 3 décrivent dans 
leurs plans respectifs des circuits fermés (tels que les inégalités (9) 
et (10) ne cessent pas d’être vérifiées), les points Q,,..., Q, se per- 
mutent de la même façon que P,, ..., Py. 


10. Représentations paramétriques correspondant à une face. — 
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Egalons à zéro le polynome (ou la série) F(x, y, 3) correspondant à 
une face de N; nous avons l’équation 


(15) RENE z)—=0 


d’une surface en général algébrique admettant un groupe continu (1) 
à un paramètre. 

Pour les faces que nous aurons à utiliser y est positif, ce groupe 
donne une représentation paramétrique de la surface 


(16) Peche MMA, EN, 


les paramètres sont À et €; n est une fonction implicite de Ë vérifiant 
l'équation 


Supposons de plus «3 > o; F(£,n, 1) est un polynome, la courbe (17) 
est algébrique ('), la nature de la fonction x est bien connue; on sait 
notamment qu’au voisinage de tout point ordinaire &, 7, de la 
courbe (17), c’est-à-dire tel que ce point est à distance finie et n’est 
pas point de ramification n—, est développable en série entière 
en£—&,. | 


Passant à la surface analytique, nous poserons 
(18) BEAT fy Sew Al ser, 
4 étant la fonction implicite de £ dont nous venons de parler; 4 sera 
déterminé en fonction de & et de À par l'équation f(x, y, z)—0 qui 
s'écrit 
(19) F(E, n+, D+F(E n+, A)=0. 


& est une série entière en €, n + Ÿ, À contenant en facteur une puis- 
sance de A; elle est absolument convergente si 


(20) Pile Rs, \{n Éd RB, |ATI<R. 
Prenons . 
(21) eM a eM, 


(1) Si F(a, y, 3) contient en facteur un monome en x, », = nous exelurons les 
axes w7(& — 0°, WE(n = 0) quand nous parlerons de la courbe (17). 
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M, M’, M’ étant des nombres positifs arbitrairement donnés (') et 
(22) | À | <= p; 


o étant un nombre positif suffisamment petit, les inégalités (20) seront 
satisfaites. 

F est un polynome en Ÿ sans terme constant; le coefficient de Y 
dans ce polynome est F,(&, n, 1). Le point £, 7 de (17) étant voisin 
d’un point ordinaire £,, No de cette courbe, F,(E, n, 1) est une série 
entière en £ — Ë, avec un terme constant F,(£,, n,, 1) différent de zéro. 
D’après le théorème classique d’existence des fonctions implicites, 
l'équation (19) admet une solution Ÿ(E, À) donnée par une série entière 
en£—£, eth; contient en facteur une puissance de À [car Y(E, o) 
est évidemment nul]. 

Désignons par v le degré de l’équation (17) considérée comme équa- 
tion en n. Si l’abscisse Ë est quelconque, la parallèle correspondante 
à l’axe wy, rencontre la courbe en y points ordinaires distincts les uns 
des autres et situés à distance finie; nous admettons que le polynome 
de face F(x, y, 3) n’admet pas de facteur multiple. Mais pour certaines 
valeurs, £, de E il en est autrement, ces abscisses exceptionnelles sont 
celles des points de (17) où la tangente est parallèle à l’axe wy, celles 
des points multiples, celles enfin des asymptotes parallèles à wy. Il 
n’existe pas nécessairement des abscisses exceptionnelles; s’il en 
existe, nous prendrons M supérieur aux modules de toutes ces valeurs, 
qui sont en nombre fini, puisque F est un polynome; et nous leur 
ferons correspondre dans le plan de la variable x (pour z donné et de 
module petit) les points 


2 
(23) be PM ES PC 
et les cercles d'isolement 5, définis par 
(24) Dre | Mae aT, 


¢ est un nombre positif assez petit pour que deux cercles d’isolement 
de centres différents soient extérieurs l’un à l’autre. Il leur corres- 


eS 


(1) En excluant, comme plus loin, les abscisses exceptionnelles £e, on peut obtenir que 
la première des inégalités (21) entraine la seconde. 


RUE 
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« 


pond, dans le plan &, les cercles 
Lee be | =o 


Les abscisses exceptionnelles relatives aux asymptotes paralléles 
à wy sont racines de l’équation obtenue en égalant à zéro le coefficient 
de la plus haute puissance » de n dans F(E, n, 1); les valeurs x, cor- 
respondantes vérifient de même l’équation obtenue en égalant à zéro, 
le coefficient p(x, 3) du terme de F dont le degré en y est maximum. 

Les exposants a, b, c des monomes constituant ce terme sont repré- 
sentés par les points E appartenant au plan de la face considérée et 
aussi éloignés que possible du plan bo; ce sont donc des points 
d’une aréte de la face et cette aréte est parallèle au plan b=o. En 
définitive, les fonctions x, de z correspondant aux asymptotes £ =, 
vérifient l'équation algébrique relative à une aréte de N parallèle au 
plan b=o. Nous avions laissé de côté antérieurement les arêtes de 
cette nature, et y reviendrons plus loin; mais nous remarquerons dès 
à présent que les cercles d'isolement correspondants (24) remplacent 
les anneaux relatifs à une aréte de nature différente ('). 

Observons aussi que l’ensemble o(x, z) est le coefficient de la 
puissance de y entrant en facteur dans le polynome F,(x, y, 3) cor- 
respondant à une face adjacente à la précédente, les valeurs £, sont 
donc aussi les abscisses des points de rencontre de ts 4 10 
avec l'axe wh. 


11. Remarques diverses. — 1° La représentation paramétrique (16) 
de l’espace x, y, 3 n’est pas parfaite; en effectuant sur les paramètres €, 
n, À les transformations du groupe 


(25) He nds oies EX or, 
24 
(26) C= ek, 


(:) Inversement, toute aréte de N parallèle au plan 6 = 0 conduit à des points excep- 
tionnels de la nature précédente : ces points correspondent à celle des deux faces à 


laquelle elle est adjacente pour laquelle 3 a la plus petite valeur; pourvu toutefois que 
‘ 


cette valeur ne soit pas nulle. 
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où r varie par valeurs entières, tous les points de l’espace restent 
invariants. 

Le point E’, » du plan Ewn appartient, lui aussi, a la courbe 
F(E, y, 1) =olorsque &, n est un point de cette courbe. En effet siz, y, 5 
sont liés àæ,, y,, 3,, À par les formules (1), F(æ,, y, z,)et F(a, 3,5) 
ne diffèrent que par un facteur (puissance de À); prenons x, = a. 
¥1 =, 5:=1, A= ce facteur est différent de zéro, F(&, n, 1), 
F(E', n!, 1) s’annulent bien simultanément. 


2 A tout point P(x, y, 3) de la surface algébrique relative a la face 
considérée de N nous faisons correspondre un point Q(a, Y, 3) de la 
surface analytique par les formules (16) et Y—(n+4)2", 4 est la 
solution de l’équation (19); une démonstration analogue à celle qui a 
été donnée pour les équations relatives aux arêtes montre que, bien 
que la correspondance ait été établie par l’intermédiaire d’une repré- 
sentation paramétrique, elle est indépendante de la nature imparfaite 
de cette représentation, autrement dit elle subsiste si l’on remplace Ë, 
pares NA ‘ 


3° Lorsque & est tel que les inégalités |— —&.| ><, |&|< M soient 
satisfaites, n reste fini, on peut trouver un nombre M’, et de plus les 
rayons de convergence associés de | (série double en £ —&, et A) ont 
une borne inférieure positive. Par suite, on peut trouver un nombre post- 
wf h assez petit pour que la correspondance entre les deux surfaces F = 0, 
f=0 soit valable pour |z|<h et pour les points représentatifs de la 


a 
variable complexe x intérieurs au cercle |x|—M\|2}\ et extérieurs aux 
cercles d'isolement. 


4° Face de N normale à Qc. — Nous avons supposé «, 5 différents 
de zéro; s'ils sont tous deux nuls on prendra y=1, æ—Ë, y=7y 
vérifiant l'équation F(a, y, 3) =o dont le premier membre est formé 
par l’ensemble des termes de f(a, y, 3) dont le degré par rapport à = 
est aussi petit que possible; nous pouvons supposer ce degré minimum 
nul (en divisant, au besoin, / par une puissance de 3 entrant en 
facteur). Alors F(a, y, 3) = f(x, y, 0) série entière en x, y; la sur- 
face F =o est un cylindre à génératrices parallèles à Os passant par 
l'intersection de f =o et du plan s — 0. 
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La méthode suivie précédemment reste valable, pourvu que le point 
représentatif de la variable æ soit choisi dans un domaine convenable. 

Elle établit une correspondance entre deux points P du cylindre, 
Q de la surface analytique, situés sur une parallèle à Oy d’abscisse 2, 
de cote 3; mais alors que dans le cas général x, y, Y tendaient (quel 
que soit &,), vers zéro lorsque 5 et, par suite, À étaient infiniment 
petits, il n’en est plus de méme ici; on peut seulement affirmer 
que Y—y tend vers zéro en même temps que = et À. Comme l’a 
montré M. Dumas dans sa Communication au Congrès de Bologne, 
le cas général d’une face quelconque de N où a$yo est par 
la transformation (16) ramené à l’étude d’une surface analytique 
RCE ne 1)+ A 9Q(E, 4, À) =o au voisinage de son intersection avec le 
plan À = 0, le cylindre F(é, 7, 1) = o étant ici algébrique et ne passant 
pas nécessairement par l’axe £ —  — 0. 

Des remarques analogues s’appliquent au cas (également étudié par 
M. Dumas dans un article des Commentariti mathematici Helvetici, t. 4, 
1932, p. 230 à 247) où une face du polyèdre N est parallèle à un axe Qa, 
QO sans l'être à deux; nous signalons seulement ce castrès particulier 
où la surface analytique / = o contient l’un des axes Ox, Oy. 


12. Valeurs de y pour æ et z donnés. — Nous allons maintenant 
préciser la définition des n fonctions algébroides déterminées par 
notre équation 


(27) SLBA AS) 0 


nous supposons /(o, y, 0) non identiquement nul et d’ordre infinité- 
simal n par rapport à y. ; 

Attribuons à 3 une valeur constante z de module inférieur à un 
nombre positif L assez petit pour que les développements en série 
des numéros précédents (8 à 11) soient valables et regardons x comme 
variable. En d’autres termes, étudions (') la surface (27) en considé- 


rant ses intersections par les plans z—:; intersections qu'on peut 


(1) M. Picard a montré l'intérêt de cette étude. Théorie des fonctions algébriques. \. 1. 
Chap. IV, 1897; Quelques applications analytiques de-la théorie des courbes et des surfaces 
aloébriques, Chap. V, section Il, 1937. 


. 
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appeler courbes de niveau, en conservant Fe locutions usitées dans le 
cas des variables réelles et de l’axe Oz vertical. 
. a 
Rangeons par ordre de grandeur croissante les quotients s = rela- 


tifs aux coordonnées a, B, y des nœuds correspondant aux diverses ° 
faces du polyèdre N, en écartant s — o et s — © ; soit 


Sis Say +++, Shy 


la suite obtenue; tout nombre s; de cette suite correspond à une ou à 
plusieurs faces de N. Soient m, M deux nombres positifs le premier 
inférieur, le second supérieur aux modules des abscisses non nulles €, 
des divers points exceptionnels de toutes les courbes algébriques 
F(Ë, n, 1) — 0 correspondant aux faces du polyèdre N; nous pouvons 
prendre de plusm<1<M. 

Traçons, dans le plan de la variable complexe x, les circonférences 


(eh bom, 

(CulrkæM z|*, (c;) læ|—=m|z/|", 
(GA "t= EM z |", (ci) |æ|—= m3, 
(Cx) |z|=M 5 |S, (cx) |2|=m|z|% 


nous supposons À < 1 et assez petit pour que leurs rayons forment une 
suite décroissante. 

A chaque face de N correspond ainsi un anneau limité par deux cir- 
conférences C;, c; sauf si pour cette face «=o on a alors une région 
extérieure à c, ou si y —: qui donne l’origine. 

A chaque aréte de N est associé un anneau, c;C, limité par deux cir- 
conférences relatives à deux nombres s,, s différents qui correspondent 
aux faces adjacentes à cette arète 


m|zf?>}æ|2M{3/*. 


Toutefois quand une aréte est l'intersection de deux faces de N 
donnant le même quotient s = *, l’aréte est parallèle au plan b = 0, le 


même anneau correspond à ces deux faces et c’est un cercle d'isolement 
qui sera associé à cette aréte (n° 10). 
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Tragons aussi tous les autres cercles d'isolement pour lesquels £, 
est différent de zéro (n° 10); ils sont intérieurs aux anneaux des faces 
auxquels ils se rapportent. 

La figure formée par un anneau de face et par les cercles d’isolement 
correspondants se transforme par similitude (autour du point x = 0) 


lorsqu'on remplace = par une autre valeur 3'; le rapport de similitude 
Ei 
x es er . ts : 

ments de z'et 3. Au contraire, un anneau d’aréte ne reste pas, dans les 
mêmes conditions, semblable à lui-même, puisque le rapport des rayons 


est le quotient » l’angle de rotation est égal à la différence des argu- 


des deux circonférences concentriques qui le limitent change avec | |. 


Donnons à æ une valeur déterminée x, le point représentatif de x 
étant intérieur à c et extérieur à tous les cercles d’isolement, ee qui 
précède (n° 8 à 10) permet de calculer les valeurs numériques y(x, 5) 
de nos fonctions implicites. 

En effet, considérons un anneau d’aréte auquel le point a est inté- 
rieur; à cette aréte correspond un polynome F(a, y, 3) l'équation 


algébrique F(x, y, 3)—o (préalablement débarrassée du facteur 
monome æ'"y"=" du n° 4), admet un nombre de solutions y égal au 


À 


degré de Zn Par rapport à y: x, y, 5 sont les coordonnées d’un 


point P d’une surface anharmonique relative à l’arête. A ce point P 
nous associons (n° 9) un point Q bien déterminé de la surface ana- 
lytique. 3 
La méthode est tout à fait analogue pour un anneau de face auquel x 
serait intérieur (n° 10). 
Enfin, si æ est sur une circonférence frontière c;ou C;on peut appli- 
quer indifféremment l’une ou l’autre des méthodes ('). 


(1) Observons, à ce propos que mz ct M ne sont assujettis qu'à vérifier certaines iné- 


galités, on peut done les modifier un peu, prendre par exemple mm entre m’ el me et 
définir un anneau 
WA es Pace: Ta Re Ce 
TVA SES EEE ST, 
où la méthode du n° 8 et celle du ne 10 sont simullanément applicables. En (autres 
termes, un point Q de la surface analytique eorrespondrait ainsi à un point P d'une sur- 
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Pour trouver les arêtes à considérer (pour x et z donnés) on utilise 
avantageusement la remarque suivante. 
=|—Z considérons un anneau d’aréte auquel x 


Posons |a|—X, 
est intérieur, soient s’, s” les rapports = ~ correspondant aux deux faces 
adjacentes a l’arête, on a la double inégalité 


mie > X>= M7, 


en tenant compte de m<1< Met posant X = 7 on trouve 
eS XS TNS ZS 


et par suite s est compris entre s’ et 5”. 


= | 
log | 


œil 


la droite A d'équation « = Avs on cherche tous les côtés du diagramme 
plan rencontrés par A ils correspondent aux arêtes ere his Si A passait 


On calcule donc s = 


, on trace dans le diagramme plan (n° 3) 


par un sommet du diagramme, on comparerait à à met M, si le rap- 


port est compris entre ces nombres, on ou la méthode du n° 10 
à la face correspondant à ce sommet; dans le cas contraire, on utilise 
les arêtes qui la limitent (deux cas sont à distinguer suivant que le 
rapport est inférieur à 7 où supérieur à M). 

Au lieu du diagramme plan, utilisons le polyèdre N. Les normales 
aux plans d'appui relatifs à une arète ont des paramètres directeurs 
de la forme«a = Aya, + As, 8 = A,B, + fs YS Anyi t+ sys, 
41, -..., Y. étant les paramètres directeurs des faces adjacentes à 
cette arête, A,, A, étant positifs (n° 3); s— = est donc compris entre 

i 
a 


De et + Inversement, à tout nombre s satisfaisant à cette condition, 
1 2 


face anharmonique relative à une aréle el à un point P’ d'une surface algébrique relative 
à une face. Les deux correspondances (P,Q) (PQ) étant univoques, la correspon- 
danee (P, P') le sera aussi. 

Ilest aise de le voir analytiquement : Soient F un polynome de face, Fy un polynome 
relatif à Pune des arêtes de cette face. Pour passer de P pris sur Fy = 0a P’ point eorres- 
pondant sur F = 0 nous n'avons qu'à représenter paramétriquement l'une des surfaces 
anharmoniques dont l'ensemble donne F; = 0 et à utiliser la méthode du n° 8, en y rem- 


plaçant la série f par le premier membre F de Pequation de la surface algébrique relative 
à la face. 
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on peut faire correspondre un plan d’appui relatif à l’arête considérée ; 
il est parallèle à la droite; b— 0, as +c—o. C’est dire que pour a, 
set parsuites donnés, les arétes à utiliser constituent le contour apparent 
dans l'espace du polyèdre N parallèlement à la direction D de paramètres 
directeurs 1,0, —s (en excluant toutefois l’axe Qb et le plan aQc), 

Ces arêtes forment une ligne brisée partant du sommet de N situé 
sur QD de coordonnées o, 7, o et aboutissant au plan aQc; la projec- 
tion de cette brisée sur QB a pour mesure vn et d’autre part est égale à 
la somme des mesures des projections de ses côtés, c’est-à-dire à la 
somme des degrés relatifs à y des équations F — o relatives aux arêtes 
utilisées (équations débarrassées des racines nulles données par les 
facteurs monomes). C'est dire que la méthode précédente nous donne 
bien un nombre n de racines y(x, ) égal au degré de l'équation réduite 
de Poincaré- Weierstrass. 


13. Domaine S ow les fonctions y(a, 3) sont uniformes. — En 


nous donnant toujours la valeur numérique s de =, traçons, dans le 
plan de la variable complexe x, une demi-droite A issue de O ne ren- 
contrant pas les cercles d’isolement ('), soient a;, A, les points où elle 
rencontre les circonférences c,, C;. 

Nous joindrons à un point B; du segment a,A, les diverses circonfé- 
rences d’isolement o intérieures à l'anneau de face c;C;; les lignes de 
jonction À étant intérieures à l’anneau, ne se coupant pas entre elles 
et ne coupant pas A. Ce tracé qui rend l’anneau simplement connexe 
est analogue à celui des lacets de Puiseux dans la théorie des fonc- 
tions algébriques : les circonférences a, C,, c; remplacent les points 
critiques. De même l'anneau compris entre c; et C;,, est rendu simple- 
ment connexe par la coupure A. 

Considérons maintenant la partie S du plan intérieure à la circonfé- 
rence c extérieure à toutes les cireonférences d'isolement co; nous 
admettons donc qu'on peut traverser les circonférences c;, C; mais on 
conserve les coupures précédentes A, A; il est évident que S est simple- 
ment connexe. 
a 

(1) Au lieu dune demi-droite, on peut prendre une courbe queleonque ne rencontrant 
qu'en un seul point tout cerele de centre 0, 


11# 
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Partant d’un point a de Set d’une solution déterminée y,(x, =) nous 
en déduirons par prolongement analytique le long d’un chemin L joi- 
gnant a et æ et tout entier intérieur à S, une solution y1(æ, 5) de 
f(a, y, 3)=0;-montrons que nous obtenons ainsi une fonction 
uniforme dans le domaine S. 

La démonstration, tout à fait analogue à celle qui concerne les 
fonctions algébriques d’une variable (APreLL et Goursat, Théorie des 
fonctions algébriques, Chap. IV, n° 80) revient à établir que pour tout 
point a de S les n racines y,(a, ) sont bien distinctes. Or on établit 
facilement (par exemple avec la décomposition de Weierstrass) que 
si deux de ces racines étaient égales elles vérifieraient à la fois 
S (21s 3) = 0 fy (By 3) =0. 

Mais les solutions du système d’équations en x et y 


(29) J(2 3, s)=0 PA EE EI EX 


sont fonctions algébroides de s (Poincaré, Thèse, lemme IV) c’est-a- 
dire qu’on peut les représenter par un nombre fini de formules 


(30) BT yet +. ny y=y(HH=n t+. S., 5 #11, 


où ¢ désigne une nouvelle variable, y, un nombre entier positif, æ(4), 
y(t) des séries entières dont nous avons mis en évidence les termes 
de moindre degré : (0) = y(o) =o. . 

De plus si x|, |z| sont assez voisins de zéro, toute solution de (29) 
peut être obtenue par les développements précédents en attribuant 
à { une valeur numérique convenable z. 

La substitution æ = Et", y= n,t*, s = "est évidemment critique 
(n°3) à la fois pour f(a, y, 5) et f,(æ, y, 3); en particulier «,, B,, y, 
sont des paramètres directeurs de la normale à un plan d’appui du 
polyèdre N relatif à /, l'appui ayant lieu suivant une face ou suivant 


une arête. On vérifie facilement que £,, n, doivent satisfaire aux rela- 
tions 


(31) Fin eo Byles) T7 


F étant le polynome correspondant à la face ou à l’arête. 
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S'il s’agit d’une arête non parallèle au plan b— 0, F a la forme (2) 
du n°4 
F(2, 0, 1) = En" @(8)  (9—Eant), 


on ne pourrait trouver des valeurs de £, n différentes de zéro satisfai- 
sant au système (31) que si ®(0) — o admettait des racines multiples, 
mais nous admettrons d'abord que les polynomes F(x, y, 3) relatifs aux 
faces et aux arêtes n'ont pas de facteurs multiples (autres que des 
monomes en x, Y, 3). 

Les seules arêtes restant à considérer sont donc celles qui sont 
parallèles au plan bo; pour celles-ci F(&, n, 1) —E“1n"D(E); 
6, 0 doit vérifier D(Ë*) = 0; mais vérifie alors aussi les deux équa- 
tions (31) (qui ne suffisent pas à déterminer n,). Dans ce cas, 


est dans le plan de la variable complexe x centre d’un cercle d'isolement. 

Il en est de méme pour une face lorsque £,, n, différents de zéro véri- 
fient les relations (31). 

Si |s| et |z| sont assez petits, les points æ (1) correspondant aux 
solutions (30) du systéme (29 ) sont intérieurs aux cercles d’isolement; 
nous ne saurions donc les rencontrer puisque le chemin L suivant 
lequel s’effectue le prolongement analytique est extérieur à ces 
cercles. 

Chacune des n fonctions y, (x, 2) est donc bien fonction uniforme 
de x dans le domaine S. 


| 


14. Etude des fonctions à l'intérieur des cercles d'isolement. 


Considérons une face du polyèdre N intervenant dans l'étude de y,(æ, 3 
a tout point x de l’anneau relatif à cette face correspond une abscisse £ 
bien déterminée et à y,(x, 3) une ordonnée 7,(£) de la courbe 
F(E,4, 1) — 0. Le prolongement analytique de yx(a, 3) se déduit de 
celui de n,(£); ce dernier s’effectue sans difficulté lorsque £ n’est pas 
voisin d’une abscisse exceptionnelle £,. Il n’en offre pas davantage 
lorsque = tendant vers £,, ,(£) tend vers une valeur 1 telle que £,, 
r' est un point ordinaire de cette courbe, c’est-à-dire un point simple 


iy A 
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d'ordonnée 7 finie, et où la tangente n’est pas parallèle à wy. Dans ce 
cas, le cercle d'isolement n'intervient pas. 

Si n(Ë) ne remplit pas ces conditions, deux cas sont possibles sui- 
vant que n:(£) est ou non infini. Examinons d’abord le second cas, 
celui où n,(£.) que nous désignerons par 7, est l’ordonnée d'un point 
multiple où d’un point à tangente parallèle à wy de la courbe 
Fé, N; 1) 0: 

Le changement de variables 


(32) ma (hrs one (Nets Ys Ps 5257, 


fait correspondre à la surface f(x, y, 3) —0 une surface analogue 
g(a’, y', 3')=0 que nous aurons à étudier au voisinage de l'origine. 

Cette étude est, en général, plus simple pour la seconde surface que 
pour la première. En effet 


Mey OSS F (2+ oy Era) 


l'ordre infinitésimal n’ par rapport à y' de g(o, y’, o) qui nous donne 
le nombre des nouvelles fonctions algébroides y'(x', =’) à considérer 
est égal à l’exposant de la puissance de y’ entrant en facteur dans 
FE, 4. + y', 1), exposant en général inférieur au degré de F(E, 4, 1) 
par rapport à n et qui ne peut jamais le surpasser; a fortiort, on 
ann. 


Considérons un cercle d'isolement 


correspondant à une aréte & de N parallèle au plan b =o. Cette arête 
est l'intersection de deux faces, écrivons les équations de leurs plans 


a¢+68,06+y,¢=p, a,a+ B,b + y,¢= pr, 


les coefficients z,, B,, ..., p, sont des entiers positifs; = est la plus 


I Q 


+ . : » a oa 
simple expression des fractions égales —, =. Posons 
m1 


1 2 
CONS = myy, CR ONCE Ye = M}, 
se est racine de l'équation D(E8) — 0, relative à l’aréte. 
Effectuons dans fla substitution 


(33) BS (EF ao) ae yoy SSS EN 


rh Dee, 
ï 
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nous sommes ramené à l'étude des fonctions algébroides d’ordre n 


définies par 
JC + 2s, 7, ST) 82 9", 5) =0, 


pour |s’| petit et pour |a’| <e. 
Le polyèdre N’ relatif à g est de forme simple, ainsi que nous allons 
le voir. Le terme A,,,.vy’3° donne par la substitution précédente le 


polynome Nate Ge+ x’ ry!’ s'*", Ordonnons f parallèlement à 
l’arête CL, un terme de la série double obtenue est de la forme 


Fis (ae; 9) =) =D \ nie xt se, 


l'addition © s’étend aux valeurs de a et c telles que 


ax + Cy =]. 

Par la substitution (33), F;; donne un terme de la série double 
obtenue en ordonnant g(2’, y', 3’) parallèlement à Qa: 

Gij(2', 9", 3) Sys Fée + 2", 1, 1). 
Soit A;; la droite réticulaire 
| Meet aa+cy=/, 

on vérifie aisément que si elle pénètre à l’intérieur de N, la droite 
transformée A°; donnée par b’=12, c’=] pénètre à l'intérieur de N’. 


Au prisme ® de contour apparent parallèlement à ct du polyedre N 
correspond ainsi le prisme 2 de contour apparent de N’ parallèlement 


à Qa; aux arêtes du premier correspondent les arêtes du second. Pour 


une arête du premier le terme constant F;;(&, 1, 1) du polynome 
en x’ précédent est en général différent de zéro, c’est dire que l’arête 
correspondante du second prisme passe par un sommet de N' situé 
dans le plan a =o. Il y a exception toutefois pour l’aréte CU corres- 
pondant à &; placons-nous dans le cas le plus simple où il n’y a pas 
d’autre exception. 

N’ a une face dans le plan a —0; les autres sont celles de @ et une 
face troncature du trièdre formé par a’ =o et les deux faces du prisme 
ayant pour équations 


Bb'+ mc=pi, 6,b' + m,c'= ps, 
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et qui correspondent aux faces de N se coupant suivant CL. Cette tron- 
cature a une équation de la forme 

pa (Ba D'+ my c') + p:(B:8"+ mc!) +p;a'=p, 
Pr, Poy Os étant positifs et p > p1pi + PP» et par suite les coor: 
données a’, 3’, y d’un nœud situé sur la normale menée par Q à la 
troncature sont 


æ'—P;; B'= pif + paB2, = Pit + Pam 


A la troncature correspondent des représentations paramétriques 
n° 10 a | 
PS oy ne Oe Saar 
où 7 est fonction implicite de £ définie par une équation algébrique 
F'(E, n°, 1)=0; elles donnent, par élimination des paramètres 
(A, &), n! en fonction de x’ et =’ et par suite y en fonction de 2’ et 3; 
PA 


on vérifie que ——- reste fini, mais 
i 


| s ly 
Bo __ PBs pos 
YY PrYit Poe 


2 et a des deux rapports LE, LT l’un tend 
1 2 ted 3 


5 |+ s\¥ 
13 ‘ 


vers Zéro, l’autre devient infini lorsque | :| tend vers zéro. Les fonc- 
tions y(a, 3) données par les autres éléments de N’ ne jouissent pas 
de cette double propriété, ceux que nous venons de trouver con- 
viennent bien aux fonctions implicites n(£), relatives aux faces adja- 
centes à CL, qui sont infiniment petites ou infinies lorsque Ë tend 
vers £, (voir n° 10). 

Observons que F’(2’, 7’, 1) est par rapport 7 de degré au moins 
égal à deux; nous aurons à introduire de nouveaux cercles d’isole- 
ment, (de rayons infiniment petits par rapport à celui que nous 
venons d'étudier) correspondant à des tangentes parallèles à wy! ou à 
des points multiples. Un exemple est donné plus loin (n° 19). 

L'étude ainsi poursuivie des fonctions algébroides à l’intérieur des 
cercles d'isolement 5 nous conduit à y tracer des cercles concentriques 
à 5, à distinguer des anneaux relatifs aux faces et aux arêtes du 
polyèdre N’ de g, à introduire de nouveaux cercles d'isolement, 
entrainant eux aussi des subdivisions analogues. 


est compris entre 


i 
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Nous verrons plus loin dans quels cas on pourra s’arrèter, la répéti- 
tion indéfinie de la méthode n’augmentant pas le nombre des cercles 
d'isolement. 


15. Facteurs multiples. — Examinons rapidement les cas écartés 
jusqu'ici où un polynome F correspondant à une arête ou à une face 
de N admet un facteur multiple. 

Soit d’abord un polynome relatif à une aréte &; supposons qu'il 
admette un facteur binome multiple; c’est-à-dire que l'équation 
D(0) =o du n°“ ait des racines multiples. Soient < l’une d’elles, p son 
ordre de multiplicité, &,, 8,, y,, %2, Bs, y2 les coordonnées des nœuds 
pris sur les normales menées par l’origine aux faces contigués à 
Varéte; faisons dans l'équation f= o le changement de variables 


mere tes J=(n+y)xr'hatls, Ar 


ou n est racine de n° —7—o (analogue à celui du n° 8), À, p, no 
étant seulement remplacés par +’, 3’, y’. L’équation obtenue, débar- 
rassée d’un monome entrant en facteur est 


fi Ges ys 8) 20s 


f, est une série entière, f,(0,0,0)—= o, et la série /,(0, y’, 0) 
commence par un terme de degré p en y’. 

Étudions cette nouvelle surface par la méthode antérieure, nous 
serons conduit à des représentations paramétriques de x’, y’, 3! cor- 
respondant les unes aux arétes, les autres aux faces du polyédre N, 
relatif à f,; on en déduit pour a, y, = des représentations correspon- 
dantes. 

On vérifie facilement qu’elles ont mème forme que celles précédem- 
ment données, et qu'elles sont valables dans de nouveaux anneaux 
concentriques à l’anneau primitif relatif à & et à f et compris entre 
a frontière intérieure et la frontière extérieure de ce premier anneau. 

Les seconds anneaux relatifs aux faces de N, introduisent naturelle- 
ment de nouvelles circonférences d'isolement. 

Lorsque le polynome F relatif à / et à une face & de son polyedre N 
admet un facteur multiple G(x, y, 3) d'ordre de multiplicité /, on peut 
écrire F— G/H, H étant un polynome ou une constante. La surface 


22 
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F =o est invariante vis-à-vis du groupe (1) du n° 7, il doit en être de 
même pour G=o, H—o, par suite G(x, y, =) est le produit de 
G(a,, Yis 3,) par une puissance de À et de même pour H(æ,, y, 51) 
etH(x; y, 3). 

Ordonnant ensuite (n° 4)F, G, H parallèlement à une autre face #’ 


de N 
F=F, + F, +. .sHe Pa 


GG Gites Ge 
H=1H,+ 11 +...+1H,, 


l'identité F = G’H donne F, = G'H,. 

Si ¥ et F’ ont une arête commune, F, est le polynome correspon- 
dant à cette aréte, et l’on voit ainsi que, s'il y a un facteur multiple 
pour un polynome de face, il en existe aussi pour les polynomes con- 
cernant les arêtes frontières de la face, l’ordre de multiplicité est le 
même. On leur applique donc la méthode qui vient d’être donnée. 

La recherche de développéments relatifs à la face elle-même étant 
alors abordée comme au n° 10, on obtient une équation (19); x est 
une fonction de £ déterminée par 


P(e, 1 D hp) yt) = 0. 


Supposons que annule le premier facteur, F(é, 4+, 1) con- 
tient Ÿ’ en facteur, mais comme />1, la méthode du n° 10 doit être 
modifiée. ; 

L'équation (19), où nous laissons d’abord Z constant, Let À variables, 
définit une courbe plane qu’on peut étudier au voisinage de l'origine 
par la méthode de Puiseux; son premier membre est une série entière 
en z et Ÿ, soit A,,2" l’un de ses termes, on construit le polygone de 
Newton; il a au plus / côtés; les points a, b tels que A,, +~o sont sur 
ce polygone ou dans sa concayité. Les normales à ses côtés donnent, 
par leurs pentes, les ordres infinitésimaux relatifs à À des fonctions 
implicites L(A) vérifiant (19); les parties principales de ces fonctions 
se déterminent par des équations algébriques ayant pour coefficients 
ceux des coefficients A,, qui correspondent à des points (a b), situés 
sur l’un des côtés du polygone de Newton. Si une première applica- 
tion de la méthode de Puiseux suffit pour isoler un système circulaire 
auquel appartient une fonction (A), en posant À = à” (A entier con- 
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venablement choisi, L(X) devient une série entière en X'; sinon il 
faudra continuer l'application de la méthode. 

Considérons maintenant < et par suite n comme variables, etadmet- 
tons que les expressions A,, sont des polynomes en &, ñ (ce qu'il est 
facile d’établir); nous voyons que les modifications qui peuvent sur- 
venir soit dans le polygone de Newton, soit dans la nature simple ou 
multiple des racines des équations algébriques correspondant a des 
côtés ne se produisent que pour des valeurs de £, n vérifiant outre 
F(é, 4, 1)=0 d’autres équations algébriques. Nous aurons donc à 
adjoindre de nouvelles valeurs exceptionnelles à celles antérieurement 
considérées. 

Nous nous contenterons de ces indications très rapides, et nous 
observerons avec M. Dumas (Commentarit Mathematici helvetict, vol. 1, 
1932, p. 244-245) qu'elles reviennent à étudier la surface analytique 
dont l’équation est 


F(5, Yi 1} F (3; EME 0) 


au voisinage de sa section par le plan À =o (qui est ici une courbe 
algébrique) par une méthode donnée par Halphen (') pour l’étude 
d’une surface algébrique au voisinage d’une ligne multiple. 


CHAPITRE IIL. 


16. Intersection de deux surfaces analytiques. — Considérons le 
système des deux équations 
(1) Vi Fy SVS Os RE) = 0, 
dont les premiers membres sont des séries entières s’annulant pour 


æ—=y—=3—0; on y regarde x et y comme des fonctions incon- 


nues de 3. 
Les fonctions sont algébroides lorsque les deux équations 


(2) f(z, dy os 0, BUH; J; 0) — 0, 


(1) Sur les lignes singulières des surfaces algébriques (Annalt di matematica, 2° série, 
t. 9, 1878, et Œuvres complètes, t. 2, voir p. 155 et 159). 
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sont distinctes; nous voulons dire par là que ces deux courbes du 
plan xOy n’ont pas de branche commune aboutissant en O ou encore 
qu’il est possible de trouver un nombre ¢ > o tel que, pour 


Izl<p, : lyl<p, 


le système (2) n’ait pas d’autre solution que x= y =o. C'est un cas 
particulier d’un lemme donné par Poincaré au début de sa Thèse. 
(Lemme IV, Œuvres, t. 1, p. LXI). 

Il est bien facile de le démontrer. Tout d’abord f(o, y, 0), g(0, y, 0) 
ne peuvent pas être identiquement nulles, sans quoi les deux courbes 
auraient en. commun l’axe Oy contrairement à notre hypothèse. Sup- 
posons f(0, y, o) < 0, soit n son ordre infinitésimal par rapport à y. 
Nous pouvons aussi admettre que g(0, y, o) n’est pas identiquement 
nul : s’il l’était, on remplacerait g par f+ g = g, les systèmes (1) et 
f=0, g, =o étant évidemment équivalents. Soit p l’ordre infinité- 
simal de g(o, y, o). Remplacons les équations (1) par les formes 
réduites de Poincaré-Weierstrass 


J' +3)" Ti +. + An( 2, 3) = 0, 
(3) y? + b,(a, 3) yP-* +-...+ b,(&, 53) = 0, 
les a et les b sont des séries entières en w et s s'annulant pourra = 3 — 0. 
Soit R(æ, y) le résultant des premiers membres; c’est une série 
entière en x, 3 s’annulant pour a = 3 —0.R(x,o)eta fortiori R(x, 3) 
ne peuvent être identiquement nuls, puisque les deux courbes (2) 
n’ont pas de branche commune; on peut donc donner à R(x, 3) =ola 
forme réduite de Poincaré-Weierstrass 


a? + A,(s)a"-! +...+ AÀ,(5) = 0, 


et répartir en divers systèmes circulaires les solutions x(s) s’annulant 
avec 3 
met Ut It), RATS 


À, y sont entiers, [wv] désigne une série entière ne s’annulant pas 
pour 4 — 0. Portant ces expressions de a et s dans (3) nous obtenons 
deux équations algébriques en y à coefficients holomorphes en u; 
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leurs racines, et en particulier leurs racines communes sont données 
par des séries entières en t, en posant u = {°(s entier). En définitive, 
l'intersection se compose de cycles ('), chacun d’eux a une représenta- 
tion paramétrique holomorphe : 


TE tape le +... 
cau Cae M i 


ey an 


q et l’ensemble des exposants des termes à coefficients non nuls 
n'ayant pas de diviseur commun. 

Supposons connues les valeurs numériques des coefficients des séries f 
et g ou du moins des premiers d'entre eux et cherchons les cycles dont se 
compose l'intersection des surfaces. 

Le cas classique est celui où le déterminant fonctionnel f,8,— f,£, 
est différent de zéro pour x = y = s = o l'intersection est déterminée 
par deux fonctions holomorphes de la variable z. Géométriquement, ce 
cas se présente quand les deux surfaces ont à l’origine des plans tan- 
gents bien déterminés, coupant le plan æ0y suivant deux droites 
distinctes l’une de l’autre. 

Écartons ce cas, soit (4) un cycle appartenant à l'intersection; les 
résultats de la substitution à x, y, 3 dans f et g, des seconds membres 
des formules (4) doivent être nuls. D’après le n°5, le point réticulaire 
de coordonnées /,, m,, q doit être sur la normale menée par l’origine à 
deux plans d’appui parallèles des polyédres N;, N, relatifs aux deux 
séries f et g, chacun de ces plans d’appui contenant plusieurs som- 
mets de ces polyèdres, et rencontrant à distance finie les arêtes du 
trièdre Q abc. De plus, £,, n, doivent vérifier les équations algébriques 


(5) F(£, n, Lp =o, G(E, n, i) So, 


(1) Cette notion à été introduite dans la théorie des courbes algébriques gauches par 
Halphen (Œuvres, t. 2, p. 110-124). Si g est inférieur à Zi ct à ney, on a, par les formules 
(4), la représentation d’Halphen, l'ordre du eyele est g; dans les autres cas il est facile 
de trouver un changement de variables permettant d'obtenir cet ordre. Si les trois 
membres g, Ji, m1 sont différents, l'ordre, le rang, la classe au cycle s’en déduisent 
immédiatement, la tangente du cyele est l'un des axes de coordonnées, le plan oseulateur 
l’un des plans de coordonnées. 
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F(a, y, 3), G(æ, y, =) étant les polynomes correspondant respective- 
ment à fet g et aux arêtes ou aux faces d'appui. 

Les plans d'appui cherchés peuvent correspondre : 1° à une face 
de N, et à une face de N, parallèles entre elles; 2° à une 1h de l’un 
des polyèdres et à une arête de l’autre; 3° à une aréte de N; et une 
arête de N, non parallèles entre elles; 4° à deux arêtes parallèles. 

On voit immédiatement s'il en existe de la première catégorie; 
pour rechercher ceux de la seconde et de la troisième, on élimine 
parmi les combinaisons d’un élément de N; et d’un élément de N, 
celles qui ne donnent pas de plans d’appui (un plan passant par une 
arête n'étant plan d'appui que si l’une de ses normales est intérieure à 
deux angles opposés par le sommet). L'emploi des diagrammes plans 
facilite beaucoup cette recherche. Nous reviendrons sur la quatrième 
catégorie. 

Admettons qu’on ait deux plans d'appui parallèles, on connait /,, 
m,, q à des facteurs près; on prend d’abord des nombres premiers 
entre eux dans leur ensemble; les équations (5) donnent £,, r, qui 
doivent être finis et différents de zéro, ou font reconnaître soit l’impos- 
sibilité de trouver une telle solution, soit l'indétermination de ce pro- 
blème [ lorsque les deux courbes (5) ont une branche commune |. 

Dans le premier cas nous poursuivons la recherche en substituant 

v, y, 3 dans les équations (1) les expressions 


&=(EF win, pate lele.hhes sae 


ce qui nous donne, après suppression des puissances de 3’ entrant en 
facteur, 
(6) T2) = FTP EM er, DETTES 
| 
Se Ye la GE Fe hh PTT) oe ae 
les points désignant des séries entières en 2’, y’, 3! contenant 3’ en 


DRE REA 


facteur. Le déterminant fonctionnel Yee cat 
ee 4 a 


est pour v=) =0 
égal à 
A= Fe nie 1) Greene D = FC, ms 1) GE (Es is 1). 


Quand il est différent de zéro, c'est-à-dire lorsque €,, n, est un point 
simple commun aux deux courbes (5) et que ces courbes ne sont pas tan- 
gentes en ce point, on est ramené au cas classique, et l’on peut affirmer 
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qu'il existe un et un seul des cycles cherchés caractérisé (') par les parties 
principales E,t*, n,1" de x et y et par t!. 

Si A — 0, on applique aux surfaces (6) la méthode utilisée p pour les 
surfaces (1), mais, d’après une remarque antérieure (n° 14) l'étude, 
au voisinage de l’origine, des secondes surfaces est plus simple que 
celle des premières. Au cours de cette étude, on pourra avoir à 
poser 3 =?’ et à remplacer par suite g, /,, m, par gg', l,q', mq’. 

On arrivera ainsi, après une ou plusieurs applications de cette 
méthode, à caractériser les cycles dont se compose l'intersection, 
pourvu qu'on ne rencontre aucun des cas d'exception signalés plus 
haut. Nous allons dire quelques mots sur ces cas. 

Supposons que F(&, 7, 1), G(Ë, r, 1) aient un facteur commun; il 
en est de même de F(a, y, =), G(x, y, 3). Nous pouvons écrire, en 
désignant ce facteur par P(a, y, 3) et par F,, G, deux autres poly- 
nomes F—F,P, G— G,P et par suite 


Lay P+ &, Z= G,P + G, 


& et G étant deux séries entières; tout cycle commun à / —0, g =o 
doit être situé aussi sur la surface analytique 


(7) Gil g=—G,F = Feo 


dont il est facile d’ordonner le premier membre normalement à la 


(‘) Dune façon générale, nous dirons qu'un cyele d’Haulphen est caractérisé par les 
polynomes 


RCS Ee on Sn tlh, Vey hy ES Sa yl, s = 41, 


obtenus en prenant un certain nombre «le termes au commencement des développements 
en série , LÆ 

(D = Xp) + Ce s[ ty, pC) = YO 0? Pt], 
qui correspondent au cyele (on a désigné par [/] des séries entières en ¢ ne s’annulant 
pas pour ¢= 0) si la transformation 

Ne haps NGL + Uhr’, v= Y4(0) = “ALI NS Ce Se 

effectuée sur les équations (1) donne pour déterminer +’, 9” en fonction de 2° deux équa- 
lions auxquelles s'applique le théorème classique d’existenee, cest-a-dire que le déter- 
minant fonctionnel par rapport aux variables x’, y" des premiers membres est suppose 
différent de zéro pour a’ = "= 3 = 0. 


Te 


172 EMILE COTTON. 


direction /,, m,, 7; si, comme il arrive en général le premier terme de 
ce développement n’est pas divisible par P, on serait ramené au cas 
précédent en remplaçant l’une des équations (1), g =o par exemple, 
par (7). Sinon on procéderait de même pour f= 0 et (7). 

Lorsqu'on associe deux arétes parallèles des polyédres N,N, les rap- 
ports mutuels de /,, m,, q et les plans d’appui ne sont pas immédiate- 
ment déterminés. Mais malgré cette indétermination on sait que &,, 
1, doivent vérifier deux relations de la forme E8nb = +, Enb=— 7; si 
donc les équations algébriques déterminant = et +’ n’ont pas de racine 
commune, ce qui arrivera le plus souvent, aucun cycle de l'intersec- 
tion ne peut correspondre à ces arêtes parallèles. Si elles avaient une 
racine commune, un procédé d’élimination analogue à celui du cas. 
précédent pourrait être utilisé. 

Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de ces cas exceptionnels, 
et observerons cependant que si f et g ont un facteur holomorphe 
commun h(a, y, z) tel que A(o, 0, 0) =o l’indétermination relative 
à £,, n, ne peut être levée puisque tout cycle situé sur h(a, y, 5) =o 
appartient aux deux surfaces (1). 

De même la possibilité de décomposer en cycles l’intersection des 
surfaces (1) a été établie en supposant que les courbes (2) n’avaient 
pas de branche commune aboutissant à l’origine. Si f(æ, y, 0), 
g(x, Y, 0) sont des séries entières et non des polynomes, leurs coeffi- 
cients doivent vérifier une infinité de conditions pour qu'il existe une 
telle branche ('). On ne saurait donc fixer a priori une limite supérieure 
du nombre des opérations nécessaires pour être en mesure d'affirmer que 
la réduction en cycles est possible. 


17. Application aux contours apparents et lignes multiples d'une 
surface. — Nous avons rencontré plus haut (n° 13) le système 


(8) ; A ka) = 0. f,(Cæ, FE 0. 


Voici quelques remarques à son sujet. 

Soit E le point dont les coordonnées a, 6, c sont les exposants d’un 
RP CR LR ee 

(1) Weierstrass, dans le Mémoire cité plus haut, a étudié la divisibilité d’une série 


entière par une autre et la recherehe d'un diviseur commun à deux séries entières 
(IPerke, t. 9, p. 142 à 151). 
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terme A,,.æ"y"3*(Aw7< 0) de la série f; on déduit facilement de 
l'ensemble des points E l’ensemble analogue E’ relatif à J,: en sup- 
primant les points E situés dans le plan b—o et faisant subir aux 
points restants une translation parallèle à Qb : a'— a, b’=b—1, 
c'—c. Par suite, à toute face du polyèdre N relatif à f contenant au 
moins trois points non en ligne droite, non situés dans le plan b— 0, 
correspond une face parallèle du polyèdre N’ relatif à f. De même les 
deux polyédres N et N’ ont, en général des arétes paralléles. 

Le système (8) est un système (1) où g = f, et par suite à un poly- 
nome F relatif à une face ou à une arête de N correspond le polynome 
G = F, le système (5) auquel doivent satisfaire E,, n,, lorsque /,, m,, 
q sont determinés par deux plans d’appui paralléles, est donc 


F(é, 1, 1) =0, Fic 1 1). 


et le déterminant A formé avec une solution de ce système se réduit à 
Fy (E15 Nhs 1) Fr Nh, 1). 


Si donc on a un point £,, n, simple de la courbe F(Ë, n, 1) = 0 où la 
tangente est parallèle à wy, et n’a qu'un contact du premier ordre avec la 
courbe, ce point étant de pus à distance finite et non situé sur les axes, 
es parties principales Et", bas caractérisent un cycle bien Let 
de la courbe (8). 

C’est à ce cas que nous. avons fait allusion plus haut (n° 14) à 
propos des cercles d’isolement. 

Si la tangente en £,, n, a un contact d’ordre supérieur à l'unité, ou 
si ce point est point multiple, il faut continuer les calculs pour carac- 
tériser les cycles de l’intersection correspondant à ces parties princi- 
pales. Il est de même, a fortiori, quand les parties principales ne sont 
pas immédiatement déterminées (facteurs multiples de face ou arêtes 
parallèles ). 

Géométriquement, les équations (8) définissent le contour apparent 
dans l’espace parallèlement à Oy de la surface f —0o, mais il faut y 
distinguer le contour apparent proprement dit et les lignes multiples 
qui peuvent étre situées sur la surface. Les cycles appartenant a ces 
lignes multiples vérifient non seulement le système (8) mais aussi 


2 
Ann. Ec. Norm., (3), LIT. — Fasc. 2. 29 
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l'équation f,— 0 ('); l'existence de lignes multiples peut être considérée 
comme exceptionnelle pour une surface analytique, en ce sens qu’elle 
exige que la série entière en ¢ f,[æ(t), y(t), 1}, ou x(t), y(t), t, 
définissent un cycle de la courbe (8) soit identiquement nulle, ce qui 
entraine une infinité de conditions nouvelles pour les coefficients Acre 
des termes de la série f. De la même façon, on voit que les lignes de 
contour apparent en tous les points desquelles la parallèle à O y aurait un 
contact d'ordre supérieur à l’unité avec la surface f — 0 donnent lieu à 
une remarque analogue. 


18. Remarques. — Mentionnons brièvement deux problèmes où 
l'emploi des méthodes précédentes est utile. 

Le premier est l'étude, au voisinage d’un point O réel, d’une surface 
donnée par une équation f= o dont le premier membre est une série 
entière à coefficients réels. La recherche de conditions suffisantes 
pour l’existence en O d’un maximum ou d’un mininum de /(2, y, 5) 
se rattache évidemment à cette étude. Elle pourrait même être étendue 
à des équations dont le premier membre, sans être holomorphe, 
admet un développement limité de Taylor tel qu’en égalant à zéro ses 
premiers termes, on obtient l'équation d’une surface algébrique qui 
n’admet ni ligne multiple réelle passant par O, ni ligne réelle de 
contour apparent à contact multiple. 

Le second problème est l'étude des singularttés locales des intégrales 
abéloides (?) [où la fonction sous le signe intégral est définie par 
l'intermédiaire d’une fonction y algébroide, solution d’une équation 
implicite f(x, y, 3) =o]. Les développements en série donnés plus 
haut sont alors d’un emploi particulièrement commode. 

Signalons enfin l’extension possible des méthodes précédentes aux 
équations à plus de trois variables; soit, par exemple, une équation 
f(x, y, 3, t) = 0, qui définit une multiplicité dans l’espace a, y, z, t. 


. (9 Si les séries entières (4), y(t) et s = {7 vérifient les trois équations f = 0, f,= 0, 
Sy = 0, elles vérifient aussi fj = o. 
(*?) Etude locale d'une surface et de certaines intégrales (Comptes rendus, t. 198, 
1934, p. 1285). Voir aussi Annales de l'École Normale, 3° série, t. 30. p. 371 et Bulletin 
des Sciences mathématiques, 2° série, t. 58 
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On aurait maintenant trois classes de multiplicités algébriques 


F(x, y, 5, t)=0, 


comme analogues des deux classes d’équations données dans le cas de 
trois variables par les faces et par les arêtes du polyèdre N (Chap. 2). 
Ces trois classes correspondent a celles dans lesquelles nous avons 
rangé les éléments critiques. Aux éléments critiques de classe m cor- 
respondent des multiplicités algébriques F(x, y, 3, ¢) =o invariantes 
vis-a-vis des transformations d’un groupe à m paramètres, qui conduit 
à une représentation paramétrique de la multiplicité analytique f = o. 


CHAPITRE IV. 


19. Fonctions algébroïdes d'ordre deux. — Écartons le cas élémen- 
taire où la série entière / (o, y, 0) commence par un terme du premier 
degré : l'équation f(x, y, :)— 0 admet alors une seule solution, holo- 
morphe, y(x, 3); le théorème classique le montre sans qu'il y ait lieu 
d'utiliser le polyèdre N d’ailleurs facile à construire et les développe- 
ments en série donnés plus haut. 

Supposons que f(0, y, 0) commence par un terme du second degré: 
les fonctions algébroïdes sont d’ordre deux, c’est-à-dire que l'équation 
réduite de Poincaré-Weilerstrass est de la forme 


: My IS a= Dr) By (ees) =O. 
ÿ cs oh es \ © 


Le polyèdre N commun à / et à 9 a un sommet 0, 2, o sur l’axe (4, 
des sommets dans le plan =o constituant le polygone de Newton 
relatif à f(a, 0, =) [ou à B,(æ, s)]. 

La recherche des points exceptionnels et des cercles d'isolement est 
particulièrement simple parce que les polynomes F(£, 4, 1), relatifs 
aux faces, sont, par rapport à 4, d'un degré au plus égal à deux, de 
même les polynomes ®(0), relatifs aux arêtes (non parallèles à b =o), 
sont du premier ou du second degré. Quand l'équation (1) admet des 
racines égales, ce ne peut être que des racines doubles; elles cor- 
12% 58: 
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nee AE a des lignes ordinaires de contour apparent (parallélement 
a Oy) ou exceptionnellement à des lignes doubles. 
Les projections de ces diverses lignes sur æ0: sont données par 


B3 (a, 3) — 4By(2, 5) = 0, 


on peut, le plus souvent, trouver le nombre r de ses racines x(z) infi- 
niment petites avec s sans connaitre les coefficients B,, B, de la forme 
réduite de Poincaré- Weierstrass. 

Le polyèdre N coupe le plan co suivant le polygone de Newton 
de (x, y, 0), qui est aussi celui de f(x, y, 0). Si ce polygone a deux 
côtés, l’ordre infinitésimal de B*(x, o) est inférieur à celui de B, (x, 0); 
r est alors le double de l’ordre infinitésimal de B, (2, 0). 

Quand le polygone a un seul côté, on voit de même que rest en 
général l’ordre infinitésimal de f(a, 0, 0); il y aurait exception toute- 
fois si à ce côté correspondait un polynome d’aréte ayant un facteur 
double; nous n’étudierons pas ce cas singulier. 

Soit, par exemple, le cas le plus simple, celui où 


Tl, 6, @) AS res c FCO, ¥;, Cl Diss cs J (0, 0, 3) =CsF+ oT, 
le polygone précédent n’a qu’un seul côté et le facteur d’aréte Ax + By? 
ne peut être carré parfait, on ar —1. 

Le contour apparent de f — o pris parallèlement à Oy n’a, au voisi- 
nage de l’origine, qu’une branche régulière, pour laquelle 2 et y sont 
fonctions holomorphes de zs, car le théorème classique d’existence 
s'applique ici au système 

TE Yael = 0, Sy (2, iis 0. 
On constate facilement d’ailleurs que l’on a au plus une équation 


de face F(, n, 1) =o pouvant donner lieu à des abscisses exception- 
nelles, que cette équation est celle d’une parabole d’axe parallèle à w= 


AË+Br+...—o, 


il y a donc une seule abscisse exceptionnelle, l’abscisse £, du sommet. 
Étudions encore l'équation 


(2) J'+HJ(z—-:5)+p,(xr,3)+...—=0 


a” - ° . 
en nécrivant que les termes intervenant pour la construction du 
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polyèdre N, et en désignant par 9, un polynome homogène du troisième 
degré 
9;(2, 3) =Az'+ Ba?s + Cæsz?+ Ds’. 


Supposons AD + 0; le polyédre N a deux faces non situées dans les 
plans de coordonnées; les équations des plans de ces deux faces sont 
a+ b+ 6 2, a+2b+c—=3; 
leur intersection est une aréte parallèle au plan b — 0; nous avons ici 

l'exemple le plus simple où se présente une aréte de cette nature. 


Elle donne lieu au cercle d'isolement de centre x,—z corres- 
pondant à £,=1; nous l’étudierons comme au n° 14 en posant 


(3) _ 2S (1+ 2’) es’, Wee ys oe. 
ce qui donne 
(4) 82, 2) =f[G +2), 9, Sy + ape + 3% 9, (1, 1) +... 0. 


L’axe Ow est situé sur cette nouvelle surface. Le polyèdre N’ relatif 
à g a des faces dans les plans de coordonnées, dans les deux plans 


b+c=2, 2b +c—=3 


(qui constituent ici la surface prismatique du n° 14) et enfin une face 
(troncature) dans le plan 
a+3b+2c=6. 


La représentation paramétrique correspondant à cette troncature 
est 
(5) Fe hs y(n + d)}?, s/— }?, 
x = ge : € à > 
Les paramètres variables sont £ et À, r' est une fonction de £ déter- 
minée par l'équation 
(6) net n't + 93(1,1) = 0; Z 
; . read re! ni , . 
n'est une fonction holomorphe de ¢’ — &, tant que £, n’est pas solution 
de l’équation 


(7) 2 — ho.(1, 1) =0 


qui donne les tangentes parallèles a wy, de I’hyperbole précédente. 
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Enfin désigne une fonction holomorphe de &— &, et À qui contient 


en facteur une puissance de i. 
Les formules (3) et (5) donnent une représentation analogue 


æ—=(1+E£éàÀ)}, Fy=(n + 4%), ES À? 


qui convient aux deux fonctions algébroides définies par (2) lorsque x 
est intérieur au premier cercle d'isolement [x — z|<¢!z| et exté- 
rieur à deux nouveaux cercles d'isolement, c’est-à-dire satisfait aux 
inégalités 


1 


(esta Le |A, la—s—,4 {> eh) 


ate : ‘ : , 
À — 3°, E,,,E,, désignent les deux racines (opposées) de (7) et <’ est 


un nombre positif et petit. Les points correspondants de l’hyper- 
bole (6) ont pour coordonnées 


, 


CA ay sarees pons £ 2 yl 
BCLs 2164 —— Sei) Ses leo — 


et remplissent les conditions du n° 17; en poursuivant l'étude des 
fonctions algébroides y à l’intérieur de l’un de ces cercles d'isolement, 
on n’introduirait, à chaque opération, qu’un seul nouveau cercle d’iso- 
lement. En d’autres termes, le contour apparent de (2) pris paral- 
lèlement à Oy est défini par un cycle d’Halphen où z et y sont fonctions 


holomorphes de s°. 


20. Autre exemple. — Soit enfin l'équation 
I (a, 7,5) Shays - a — y* sb dx, y,3)=0 


les termes de la série entière Ÿ étant du 5° degré au moins en a, y,3. 
Le polyèdre N (/ig. 1) a quatre sommets dont les coordonnées sont 
respectivement 


‘ : 1 . / 
SET l'E IE Se 110,102 SS 0; 1 Oats 0,0, fn 


et six faces, dont trois sont situées dans les plans de coordonnées. 
La figure (2) représente le diagramme plan ('). 


(4 £ - + ar à» x ke 54 za d + o . . à 
(1) Pour ne pas surcharger la figure, on a remplacé So, Si, S2, Sa par leurs indices, 
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Le Tableau suivant donne les éléments correspondant aux trois 


Fig. 1. 


bc 


faces restantes : Équations de leurs plans (et par suite valeurs cor- 
respondantes de «, B, y données par les coefficients de a, b,c dans ces 
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équations) rapports s— ; Polynomes F(x, y, 3), courbes F(Ë, n, 1) =0 


y à : : 
coordonnées des points exceptionnels £,, y-(d abscisses EG), 

La même détermination des radicaux intervient dans E,, n.; on 
prend successivement toutes les déterminations. 


a+ b+2e=>4 5,= 


a+2b+ c=4 s,—=1 hayz—a2t—st hin—f—1=0, 
I 


2a+ b+ c= 5s,—=2 hays—y'—s hin—n-1=0 Es Me= 


4/5\3 
(V3) 
Nous ne faisons pas figurer £.— 0 dans ce tableau, le point z =o 
étant extérieur aux trois anneaux de face. 


La figure (3) a été faite pour = réel et positif; on n’a pas tracé les 


Fig. 5. 


circonférences c; et C; du n° 12 qui, ainsi que nous l'avons observé 

(n°13), ne doivent pas être considérées comme des coupures. On a 

donc représenté seulement la circonférence frontière extérieure 

c:|æ|=r et les circonférences d'isolement : les unes 5, correspon- 

dant aux huit valeurs exceptionnelles £,, ont pour centres les 
1 


; -4 =! 
points æ,,—£,,3° et pour rayon 23°; les autres 5, relatives aux quatre 


? ' a 8/2): = 
hays—a—y* hin—E--n'=o0 Ei=(V3) na= 


ÉTUDE LOCALE DES FONCTIONS HOLOMORPHES. 181 


valeurs exceptionnelles €, ont pour centres les points æ.,—E,,3? et 


pour rayon ez?. Des lacets joignent les circonférences c, au point B,, 
et les circonférences 5, au point B,. Une coupure joint B, et B,; en la 
prolongeant jusqu’a la circonférence c le domaine serait rendu sim- 
plement connexe. Mais ce prolongement peut étre franchi sans qu’il 
y ait lieu de changer la détermination adoptée pour y. 

En effet, au voisinage de la circonférence c (entre c et C, ), le calcul 
des fonctions implicites utiliserait l'équation F(a, y, 3) =2'+y*=o 
relative à l’arête S,S,; elle donne quatre fonctions uniformes de x. 
Le diagramme.plan montre de mème que pour x compris entre les 


circonférences c, et C;, trois des racines y (a, 3) peuvent être obtenues 
en utilisant l’aréte S,S, et la surface anharmonique correspon- 
dante 4az — y*— 0; ces trois racines se permutent quand le point x 
traverse la coupure B,B,. La quatrième racine reste uniforme dans 
cet anneau c,C;, mais pour appliquer les développements antérieurs 
à son calcul trois cas seraient à distinguer, suivant la position du 
point æ par rapport aux circonférences c, et C, : Entre c, et C, on utili- 
serait la série correspondant à l’arête S,S, et à l’équation 4 yz — 2’ = 0; 
entre C, et c, ce seraient la face S,S,S, et l'équation 4æxyz— x" — sz‘ =o 
qui interviendraient; on ferait appel enfin entre c, et C, à l’arête S,S, 
et à l’équation 4ay — 3° =o. L’aréte S,S, et l'équation y'+z'=0 
conviennent pour l’intérieur de c,, où les quatre fonctions y(x, z) 
sont uniformes. | 

L'étude des anneaux c,C,,c;C, et de l'influence des lacets issus de B, 
et de B, sur l’échange des quatre fonctions revient à celle des deux 
courbes 4Ën — §*— x, =0, 4Ën—1 —1=0; mais nous ne la ferons 
pas ici. Nous observerons seulement que ces équations n’ont pas de 
racines n d'ordre de multiplicité supérieur à deux; nous avons donc, 
(n° 17), par une seule application de la méthode, caractérisé les 
cycles de contour apparent. Les quatre fonctions algébroides donnent 
lieu a douze points de ramification respectivement intérieurs aux 
cercles d’isolement; une rotation autour d’un tel point n’échange que 
deux de ces fonctions. 

On pourrait compléter cette étude en construisant un cercle de 
Riemann à quatre feuillets (vozr l’article de ces Annales cité p. 174); 

Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fase. 2. ah 
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. , « if a 4 
les quatre fonctions algébroides y(a, 3) correspondant à une seule 
fonction uniforme sur ce cercle. Celui-ci ne diffère évidemment de la 
partie intérieure à c de la surface de Riemann correspondant à 


hays — 2x — y — 5 0 


que par la position des points de ramification. 


RECHERCHES 
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FONCTIONS POLYHARMONIQUES ~ 


Par M. Miron NICOLESCO. 


Introduction. 


J'ai consacré, depuis 1930 ('), une série de travaux à l’étude des 
fonctions harmoniques d'ordre supérieur ou fonctions polyharmo- 
niques, suivant la dénomination des géomètres italiens (?). Je reviens 
maintenant sur cette étude pour la compléter en quelques points 
essentiels. 

Le présent Mémoire est divisé en deux Parties. La première 
contient le résultat de réflexions provoquées par la lecture d’un beau 
Mémoire de E. Almansi, datant de 1899 (*). Ce Mémoire contient, 


(1) Miron Nicocesco, Extension du théorème de Gauss aux fonctions harmoniques 
d'ordre p (Comptes rendus, t. 191, 1930, p. 515). 

(2) Voir en particulier, Miron Ntcotesco, a, Sur les fonctions harmoniques d ordre p 
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. 5), ‘1931, p. 75-87), ct 6, Sur les 
fonctions de n variables, harmoniques d'ordre p (Ibid., t. 60, 1932, p. 129-151). 

(3) E. Acmansi, Sull’ integrasione dell’ equazivne differenziale A =o (Annali di 
Matematica, 5° série, t. Il. 1899, p. 1-51). 


Ann. Ee. Norm., (3), LIl. — Fasc. 3. De) 


e 
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entre autres, le développement d’une fonction harmonique d'ordre p, 
régulière dans un certain domaine, suivant des fonctions harmoniques 
Dares (d'ordre 1). Cette première Partie est divisée en trois 
Sections. Dans la première, nous rappelons le résultat de E. Almansi, 
avec quelques précisions dans la démonstration et une légère extension 
consistant dans la transposition de cette démonstration à l’espace 
à n dimensions. Dans la seconde section, nous montrons que ce déve- 
loppement est unique. D'après cela, se donner une fonction harmo- 
nique d’ordre p, régulière dans un certain domaine, équivaut a se 
donner p fonctions harmoniques d'ordre 1, régulières dans le mème 
domaine, et cela explique, mieux encore que l’ordre de l'équation 
différentielle, pourquoi, pour déterminer une fonction harmonique 
d'ordre p dans un domaine, il faut se donner p fonctions sur la fron- 
tière de ce domaine. Dans la troisième section, nous étendons aux 
fonctions harmoniques d’ordre p les résultats de Harnack concernant 
les fonctions harmoniques d’ordre un. 

La seconde Partie est consacrée à l’étude des fonctions harmoniques 
de divers ordres dans un demi-espace. Une fonction harmonique 
(d'ordre 1), bornée dans tout l’espace, est une constante : c’est le 
théorème bien connu de Liouville. Mais que peut-on dire d’une 
fonction harmonique bornée dans un demi-espace ? Question à laquelle 
nous essayons de répondre, en partant d’un théorème de M. J. Favard(*), 
après avoir établi quelques formules préliminaires et leurs applications 
immédiates aux familles de fonctions harmoniques également bornées 
dans un demi-espace. Nous étendons enfin ces résultats aux fonctions 
polyharmoniques. 

Une partie des résultats de ce Mémoire figure dans une communi- 
cation faite au VIII* Congrès de l'Association roumaine pour l’avan- 
cement des Sciences (*), et dans une autre communication faite à la 
Société roumaine des Sciences (°). 


(') d. FavARD, Sur les fonctions harmoniques presque périodiques ( These, Paris, 1927. 
el Journ. de Math., même année). 

(5) Bucarest, 29 avril-2 mai 1934. 

(5) Séance du 15 octobre 1934. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


FONCTIONS POLYHARMONIQUES DANS UN DOMAINE BORNE. 


I. — Le théorème d’Almansi. 


1. Soit u(æx,,æ,,...,æ,) une fonction d’un point M de coor- 
données es ...,a,) de l’espace à n dimensions. Nous poserons 


Se. A A(Aiu) (s—,3,...). 


| 


On appellera fonction harmonique d'ordre p, toute intégrale de 
l’équation A?u =o. Lorsque l’ordre de la fonction n’interviendra pas 
dans l’énoncé, la fonction sera encore appelée polyharmonique. Une 
telle fonction sera dite régulière dans le domaine ou elle est définie si 
elle y est continue ainsi que ses dérivées partielles des 2p premiers 
ordres (7). 

2. Soit u(a,,a,,..., x,) une fonction quelconque définie dans un 
certain domaine D de l’espace à n dimensions où elle est assujettie à 
être continue et à posséder des dérivées partielles continues jusqu’à 
un certain ordre, déterminé par les calculs qui vont suivre. Soit 
encore M,(x°,x°,...,æ,) un point quelconque fixe intérieur au 
domaine D. Je poserai 

TN WH, =P oo py 


Nous nous proposons de calculer les laplaciens successifs du 
produit r°u. 


(7) On peut, d'après un résultat, dd à M. Witkosz (Comptes rendus, |. 174, 192. 
p. 435), exiger seulement que les dérivées partielles d'ordre 27 existent et soient finies 
dans le domaine considéré, 
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On a, tout d'abord, 


a" 
du 
A(r?u) =r? Au + sy (av;— 2? )—— + onu. 
Ox; 


i=4 


Mais 


nn 
( , Oa pou 
Ly - B: ns Pic 
> : 11 Ox; 


{4 


os ju Pa : : Tey; : 
en désignant par 5 la dérivée de wu suivant la direction MM,. Done, 


du 
(1) Atru)=r Au + 4r— +onu. 


or 


Je dis que l’on a, d’une manière générale, 


i—1 
date + B, A uw. 
or 


(2) \eruy=r? Alu + Ayr 
Supposons, en effet, cette relation vraie pour une certaine valeur de z, 


nous allons montrer qu’elle est vraie pour la valeur z +1. 


; Tey ; ja À OAM u 
La formule (1), appliquée aux produits 7? A’w et r re donnera 


OA‘u 
or 


+ondAiu. 


SAUT AN) = D EU TT 


/ 


ua tu . YU u aay OM u 
aU “ )=4( Dewar = ) satus REX 
/ 


LE | 


donc, en prenant le laplacien des deux membres de la relation (2), on 
obtiendra 


\t(ru)— rt Au + aire ae Have 
or 
avec 
(3) Ai = A;+ 4, B;,=8B,<+ A;+on. 
Or, la formule (2) est vraie pour 7 = 1: donc elle est vraie pour toute 


valeur entière de 7. 
Les relations de récurrence (3) permettent de calculer A; et B; en 
fonction de z et de n, elles donnent de suite 


‘4: AT. Rain Foi). 
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Il résulte de la formule (2) que le produit par 7? d'une fonc- 
tion w,_,(M), harmonique d'ordre p — 1, est une fonction harmonique 
d'ordre p. Il en sera de mème de l'expression suivante : 


. 


ru, (M) + u, (M), 


où u, ,(M) est une fonction harmonique arbitraire d'ordre p—t. 


3. E. Almansi, dans son Mémoire cité, s’est posé le problème 
inverse suivant, qu'il a résolu par l'affirmative : Une fonction u,(M), 
harmonique d'ordre p, étant donnée, peut-on déterminer deux fonc- 
tions harmoniques d'ordre p—1,u, (M) etu, ,(M), telles que l'on 
ait identiquement 


un\M)=r'u;_(M)+u, (M)? 


Le problème revient à trouver une fonction harmonique d'ordre p—1, 
soit u, , (M), telle que l’on ait 


du; - ONG as V0: 


Or, si l’on applique l'identité (2), on trouve 


Our, B 


APE, 
Or ea 


Pe tg pT I 


C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre en A” *w, ;. 
dont une solution immédiate est, en intégrant le long du rayon M,M, 


/ > 
I De 
(5) "Ar! "+ Aer ee f ohn fee) Vis lu, Um) do ( ve eas * 1) 3 


Searhens: yes 
m étant le point du rayon MyM, a distance : de My. Vérifions que c'est 
une fonction harmonique (d'ordre r), régulière au point M, (*). 
A cet effet, calculons la dérivée seconde de cette fonction suivant une 
direction quelconque, issue du point M. Soit M’ 4M. On aura, Vinte- 
gration étant effectuée le long du rayon MoM. 


ve 


L ? 
ee ae (M) = he ae pices | ai ot NM ane ele 
4 


Lo 1 


©’) Dans son Mémoire cité, E. Almansi à omis de faire vette vérificatiog, M. Pan 
Montel a bien voulu m'indiquer la démonstration du teste. 


15 
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avec 7’ =M,M’, m’ étant le point du rayon MM’, à distance > du 
point M,. En posant 


ie ‘ 
C= — 
r 7? < 
on obtient 
MG 
L I) 
RS GLS a eran = J gear apne Le À 
Apt “ 


On en déduit 
Vu, (M) — Yu, (M) 


LEA 
I 
raed ee op ITA (am!) — Av—'uw,(m)| do. 
ass al i [ / ) pf | p 
Faisons tendre le point M’ vers M suivant une direction quelconque. 
En divisant les deux membres par 
1 LA ve 
MM'— ram - 


9 
' 


et passant à la limite, on obtiendra 


dbus M}. , dX" u,(m) 


1 4 
(6) ase ISERE [ hy ds 
dy 1 RT an oe p dy Y 
et, par un calcul analogue, 
ear, CM) I vi : . d'A—'u, (m) 
(7) PI PETITE MAÉ ITU ET Tr | Gp 6. 
dy* Rent FF CL; dy? | 


ar conséquent, 


I 


À PR MN) [ nes AT AK u,(m)] do — 0, 


Ar, 


puisque la fonction u,(M) est, par hypothèse, harmonique d'ordre p. 
Le calcul précédent suppose MZ M,. Mais, si l’on fait tendre M 
vers My, on obtient des formules (5), (6), (7) 


lim WV us (M ) = B Be ONT); 

M>M, Es | 

lim Cae) 1 dA’ uy (M) 
MSM, dy Lao tes ee a 
er ee Te Re mnt à AAR h ane) 
M>M, dy* pd ay 5 ds? 
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la fonction 4x", (M) est donc régulière et harmonique au point My. 
La formule (5) constitue une équation aux dérivées partielles 
en uw, ,(M), dont l'intégration permet de résoudre la question 


d’Almansi. 


4. De son premier résultat, Almansi a déduit un second : On peut 
trouver p fonctions harmoniques d’ordre 1 et régulières 


UML REC ray, AO ARS 


telles que l’on ait identiquement 


(8) u,(M)=r# tu, (M) + ru (M) ++ ru ND) + ui (M). 


Cette formule, fondamentale pour la suite, au même titre que la 
formule de Taylor pour les polynomes, sera appelée formule 
d’Almanst. 

Remarquons que les conclusions de ce paragraphe, et en parti- 
culier la formule d’Almansi, sont valables, non pas dans tout le 
domaine D, mais dans le plus grand domaine étoilé D, centré en M, et 
contenu dans D. 


II. — Unicité du développement d’Almansi. 


>. La fonction w,(M), harmonique d’ordre p et régulière, et le 
point M, étant donnés, les fonctions 


AC Ein ere ui LM 


harmoniques, déterminées de façon que l'identité (8) ait lieu, sont- 
elles uniques ? 

Supposons que l’on puisse écrire l'identité (8) avec un autre 
système de p fonctions harmoniques. On en déduirait, par sous- 


traction, 7 

(9) PE reel + PSE PE 0, 

ec AAR I MRE des fonctions harmoniques régulières dans D,. 
Posons 


(9’ ) pet er ip ETATS =.p? ARE aig at pot 
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L'identité précédente devient 


re We oP 0" 


W,-, étant une fonction harmonique d'ordre p —1. Appliquons-lui 
l'opérateur A?-'. On obtiendra 


BOP PAW 32 | j 
p--' RER peer aa |: ae Ar—? W p-i— 2, 
d’ou 
ue C oe ) 
BOM Presa: Me \ oN a gee 


où C ne dépend pas de r. Mais il dépend des autres paramètres fixant 
la position du point M par rapport au point M,. C'est donc une 
fonction du point 9 où la droite MyM perce l'hypersphère unitaire 
centrée en M,. Il faudra done déterminer cette fonction de manière 


que la fonction suivante 
a 26191) 


sé rs 


php 1 


soit harmonique. Or, si l'on désigne par à le paramètre différentiel du 
second ordre de Beltrami sur l’hypersphère unitaire, on a la formule 
connue (*) 

al ie OU dt 
pets FE 


AL = 


Frot ort Siorhl 
Appliquons-la à notre fonction +. On obtiendra l'équation 


(10) BC (MN) + hy (Ap-y — n + 2) CLM) = 0, 


qui sert à déterminer la fonction C(M). La conclusion est done qu'il 
existe une infinité de fonctions harmoniques d'ordre 1, vérifiant 
l'identité d’Almansi. 

Mais, si l'on exige que ces fonctions soient régulières au point Mo, 
il faut évidemment que W,_, le soit; donc, finalement, il faut 
que A’? W,,_, soit régulière au point Mo. Or, cela est impossible, tant 
que C540. I faut done que la fonction C soit nulle identiquement: 
d'où 

Ste We ot 


(*) Cf, par exemple, G. BouciGano, Fonctions harmoniques, Principes de Picard et 
de Dirichlet ( Mémorial des Sciences mathématiques. fase. Xf. 1926. D129). 
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c'est-à-dire que la fonction W,, est une fonction harmonique 
d'ordre p — 2. Appliquons alors à l’identité (9') l'opérateur A?-?. On 
trouvera 


OAP-3W 
Apa? — Or P= BAIN ESS 
d’où 
; ce Be 
\ We ec (fa =) ) 


C’ étant déterminée par une équation analogue à (10). Comme W, 
est régulière en M,, on aura C’==o0, et la fonction W, , est harmo- 
nique d'ordre p — 3, et ainsi de suite. On arrivera ainsi, de proche en 
proche, à réduire l’ordre de l’harmonicité de W,_, à l'unité. Alors, en 
‘appliquant finalement l'opérateur A à l'identité (9'), on trouvera 


PHONE 2 
ir ae ~4-2nW,,=0: 
d’où 
| Le 
Was ñ 9 
r° 
et finalement W, ,==0. On aura donc 
pi (A ee Pee SE ater pe php? ae {PU = 0: 


d'où, en comparant avec (9), 


ep'(M == Ch 


et l'identité (9) se réduit a l’identité précédente. En appliquant a 
cette nouvelle identité le même raisonnement que tout à l'heure, on 
trouvera 

QT Mi =0 
et ainsi de suite. Finalement, toutes les fonctions +! (M) devront ètre 
nulles identiquement; d'où le 


Tutoréme 1. — La fonction u,(M) harmonique d'ordre p, régulière 
dans D,, étant donnée, il existe un systéme unique 


u (M. ui(Mi, .... wip Mi 


de p fonctions harmoniques d'ordre 1. régulières dans D,. telles que 
, 6 


Ann, Ke. Norm., (3), LL Fasc. 4. 


174 
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l’on ait 
u,(M)= ru, (M) + ru (MY HS HT up (M) + wl?) M) 


‘ 


identiquement dans D,. 


6. On pourrait affirmer, d’aprés cela, que la donnée d’une fonction 
harmonique d’ordre p, régulière dans D,, équivaut à la donnée, dans 
un certain ordre, de p fonctions harmoniques simples, régulières 
dans le même domaine, tout comme la donnée d’un domaine d’un 
polynome de degré p — 1 équivaut à la donnée de p constantes. Cette 
comparaison montre quel sens il faudra donner à cette notion d’équi- 
valence. L'étude des fonctions polyharmoniques ne se réduit pas plus 
à celle des fonctions harmoniques que l’étude des polynomes ne se 
réduit à celle des constantes. 

Une autre remarque est nécessaire. Le développement d'Almansi 
n’est valable que dans un domaine étoilé de centre M,. Les théorèmes 
dérivant de l'application de ce développement ne seront donc valables 
que dans de tels domaines, à moins qu'on ne les démontre ultérieu- 
rement, ou qu'on ne les prolonge dans tout le domaine considéré par 
d’autres voies. 


III. — Extension des théorèmes de Harnack. 


7. Rappel de quelques résultats. — Nous nous sommes déja occupé 
des suites de fonctions harmoniques d'ordre p('’), lorsque nous 
avons étendu à ces suites les théorèmes de M. Paul Montel concernant 
les fonctions harmoniques d'ordre 1. Dans ce paragraphe, nous 
compléterons l'étude de ces suites; en particulier, nous étendrons aux 
suites de fonctions harmoniques d'ordre p les théorèmes classiques de 
Harnack concernant les suites de fonctions harmoniques d’ordre 1. 

Rappelons quelques notions et résultats antérieurement établis. 
Soit u(M) une fonction sommable quelconque du point M de l’espace 
an dimensions, définie dans le domaine borné D. Je désigne, respec- 
tivement, par v.o[w(M’);M;¢], u,[u(M’); M; ¢| les moyennes périphe- 


(19) Fotr Miron NicoLESco, loc. cit. (2 ) (Mémoire 6). 


eee ae 


eh A whey SA Sa 
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rique et spatiale de wu relativement à l’hypersphère de centre M et de 
rayon 9, Ces. deux moyennes sont liées par la relation intégrale 
suivante : 


Te ME MS re pt a [u(M’); M; p]do., 


Lai! 


& à 
Jintroduis la suite suivante de moyennes hypersphériques 


MS Ed Many Mur ares ns as 


définie par la relation de récurrence 


| 


(ui) pfu(M');, Mr] fn [ ponte Lu (M); M: a|do GE MEY ny cas th 


ay 


et je pose encore 


- ik Ji 
(12) Vis NU Nine 
n+ 2 n+ 2p — » 
L I i 
dL a 
I ee a Se PAE 
sue + 2 n+ 2p-- 2 
NE ’ 
nie nur! 
usa ys) (n+ 2p — 2! 
n n 
(13) Vi} acu; Myr), ———5 +++) ———— 
és Wee Mo DEN 
By Cees ri i 1 
7 a 
Désert: Ag. 1°) . 
1! n+ 2 h+oap=2 
; ni! nia! 
By (ua; Myr) —————  ——————— 
(m+ 2)! (2 4- 2p — 2} 


Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante, généralisation 


. 


des théorèmes de Gauss et de E.-E. Levi : 

A. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonc- 
tion bornée u(M), supposée sommable dans D, soit harmonique 
d'ordre p dans ce domaine. est que Von ait, dans VD, (''), quel 


(11) Nous désignons, comme d'habitude, par D, te lieu des centres des hyperspheres 


de rayon 2. contenues dans D. 
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que soit ¢, 
ve Me 


V | acu: M;r), RES . Real 4 


n vt x 
oe eee 


i 2 n+2p—2) 


(14) TOM Viet 


pour r<p('*). 


8. Une autre notion nous est encore nécessaire. D'après M. F. Riesz, 
une fonction u(M) est sousharmonique dans un domaine D, si l'on a, 
pour tout point M de ce domaine, 


u(M)<p{[u(M'); M;r|. 


r étant suffisamment petit (‘*). Si l'inégalité de sens contraire est 
vérifiée, la fonction sera surharmonique dans D. 

Si la fonction u(M) possède un laplacien Au(M), la condition de 
sousharmonicité peut être exprimée par l'inégalité suivante : 


Au(M)20, 


et la surharmonicité par l’inégalité de sens contraire ('*). 

Nous avons généralisé cette notion de la manière suivante. Nous 
appelons fonction sousharmonique d'ordre p, dans un domaine D, toute 
fonction w(M) pour laquelle on a, en tout point de D., 


n n ; 
V [ies Mn. Due —— 
n+» "n+-2p— 2 


À n n ) 
Viltrs Dares ——— 
n+2 R+2p— 0, 


\ 


(19) TA RES 


pour r££, o étant suffisamment petit. 
Si l'inégalité contraire est vérifiée, la fonction sera surharmonique 


('*) Voir loc, cit. (2). Mémoire 6). où encore : Miron NicoLEsco, Sur une propriété 
caractéristique des fon tions harmoniques d'ordre p et sur l'existence des laplaciens de 
‘divers ordres ( Buletinul Facultätü de Stünte din Cerntuti. vol. VIL, 1933. p. 235-243). 

(1) F. Riesz, Sur les fonctions subhurmoniques et leur rapport à la théorie du 
potentiel (premier Mémoire, Acta mathematica, . 48. 1926, p. 329-343). 

('') FB. Riesz, loc. crt. (19), et Paut Monret, Sur les fonctions convexes et les fonctions 
sousharmoniques (Journal de Math. pures et appliquées, 9° série, |. VIF, 1928. D. 29-60). 
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d'ordre p ('*). Avec cette terminologie, les fonctions sousharmo- 
niques ou surharmoniques de M. Riesz seront des fonctions soushar- 
moniques ou surharmoniques d'ordre 1. 

Pour les fonctions sousharmoniques d'ordre p on a la proposition 
suivante : 


B. Sr la fonction u(M ), sousharmonique d'ordre p dans le domaine D, 
possède des dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre 2 p inclusivement, 
on a dans ce domaine 


(16) = 1 APUS 0. 


Réciproquement, si la relation précédente est vérifiée dans D, la fonc- 
tton u(M) est sousharmonique d'ordre p dans ce domaine (?. 


La relation 


(16°) i— 1) Au 0 


caractérise les fonctions surhamoniques d'ordre p. 


‘). Extension du premier théorème de Harnack. — Donnons, tout 
d’abord, deux propositions préliminaires. 


THéORÈME I], — Sore 
ul(M) + w?(M)+...+ ui(M) =... 
une série, untformément convergente sur la frontière F d'un domaine de 


Dirichlet D, de fonctions y possédant un laplacien a dérivées partielles 
du premier ordre continues. St la série des laplaciens 


Au'(M) + Auw?(M) =-...+ Aw(M)+... 


converge uniformément dans D vers une fonction à dérivées partielles du 
premier ordre continues, alors la série donnée converge uniformément 


dans D et le laplacien de sa somme est égal à la somme des laplaciens des 


termes. 


(15) Miron Nicocesco, Sur les fonctions harmoniques et sousharmoniques d'ordre p 
(Comptes rendus, t. 193, 1931. p. 1152); ou encore, loc. cit., (+) (Mémoire 6). 


196 MIRON NICOLESCO. 


On a, d’après l’hypothèse, 


us(M)=-- va 5 fau: P) Aas (P)dBp + OM à, 


(7b — 2) Tu DAT 


(M) étant la fonction harmonique prenant les mêmes valeurs 
que #(M) sur la frontière de D. Il résulte de cette formule que la 


série 
Yu) 
pees |i 


converge uniformément sur F, done elle converge uniformément 
dans D. La même formule montre alors que la série 


D x we ND), 
pe 


ssl 
converge uniformément dans D. 

Écrivons la formule précédente pour s=1, 2, ..., et ajoutons. Il 
vient 


x be 
x us( M — > us(M) + Re(M) 
N= 1 


LÀ | 


u u 


= en tee : 1 - 1 / sl) el a s +. Ru 
me, eal CALS 1") S Au (P) } düp + 2! (M) + Ra (M), 


= 1 4 | 


ou 


Re(M)= a us (M. 


S=U +] 


Or, d’après ce que nous venons de voir, on peut prendre uv. tel que l’on 
ait, uniformément dans D, 
; RuIM)'< 


: étant donné, arbitrairement petit. Cela montre que l’on a, en dési- 
gnant par 4(M) la somme de la série donnée, 


/ 
f 


ups eM JE NE PO acer) ) de D ren: 
= CES | 


ce / SET] 
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/ 
done 


(18) | AM =Y Aus(M). 


s=1 


Il faut remarquer que l'hypothèse que d'a (M) possède des 


dérivées partielles continues du premier ordre est essentielle, dans 
l’état actuel des connaissances sur l'équation de Laplace, pour pou- 
voir déduire de la formule (17) la formule (18). 


Tutortue Hl. — La somme d'une série de fonctions harmoniques 
d'ordre p, uniformément convergente dans un domaine D, est une fonction 
harmonique d'ordre p ('°). 


Soient 
(M) + CM) +... + us (M) + 


une série de fonctions harmoniques d'ordre p, uniformément conver- 
gente dans un domaine borné D de l’espace à 7 dimensions, et U(M) 
sa somme. Il est clair, tout d’abord, que la série des moyennes hyper- 
sphériques d'ordre i sera aussi uniformément convergente dans le 
même domaine et représentera la moyenne d’ordre 7 de U(M). On 
pourra, par conséquent, écrire 


(19) BE UM): Mr] =Ù pale eM’): Mir] List oy; 2 Js 

Se 
Remarquons, en second lieu, que la relation (14), caractérisant les 
fonctions harmoniques d’ordre p, étant linéaire par rapport aux 
moyennes de divers ordres, peut s’écrire 


(20) w(M) = Ci py + Gy, AL pols 


les C;étant des coefficients numériques indépendants de #, mais dépen- 
dant de n et de p. 
Ces remarques faites, écrivons la relation (19) pourz = 0, 1, 2,..., 
p — 1, multiplions respectivement par C,, G,,C:,...,G,_, etajoutons. 
es oa A 
(15) Dans les Maindires cilés (2). nous avons admis eelle proposition qui nest nulle- 
ment évidente. 
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Puisque les fonctions u‘(M) sont harmoniques d'ordre p, et qu'elles 
vérifient toutes la relation (20), on obtiendra 


C,po(U: M: ry) + Gi: Mirit+... + Cp ppy(l; Mir) 
i> Med (Mi: 
er | 


donc, en vertu du théorème A, la fonction U(M) est harmonique 
d'ordre p. 

La démonstration est encore valable pour p = 1, la formule (20) se 
réduit alors à la formule de moyenne de Gauss et l’on obtient de cette 
manière une démonstration très simple d’une proposition connue. 


10. Nous pouvons maintenant donner l'extension du théorème 
suivant de Harnack : 


Si une série de fonctions harmoniques converge uniformément sur le 
contour d'un domaine D, elle converge uniformément à l'intérieur, vers 
une fonction harmonique. 


En voici l'énoncé : 


THéoRèME IV. — Sc une série de fonctions harmoniques d ordre p con- 
verge uniformément sur le contour d’un domaine D de Dirichlet borné, et 
s'il en est de même des séries des laplaciens successifs, alors ces séries 
convergent untformément dans D vers une fonction harmonique d'ordre p 
et ses laplaciens successifs. | 


Supposons le théorème vrai pour les fonctions harmoniques 
d'ordres 1, 2, ....p—1, nous allons montrer qu'il est vrai pour les 
fonctions harmoniques d'ordre p. 


En effet, soit 
CM + M) +... +usiMi +... 


la série donnée, convergeant uniformément sur la frontière F de D et 
telle qu’en outre les séries suivantes 
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convergent uniformément sur F. Les termes de ces séries sont des 
fonctions harmoniques d'ordres Sp — 1, le théorème énoncé leur est 
done applicable. Il en résulte, en particulier, que la série 


Ÿ Aw M) 

aad 

Me == I 
converge uniformément dans D vers une fonction harmonique d’ordre 
p — 1; donc, d’après le théorème II, la série 

DA 

=" 

sl 
convergera uniformément dans D, vers une fonction harmonique 
d'ordre p. ©” 


11. Extension du second théorème de Harnack. — On doit à 
Harnack un autre théorème important, concernant les fonctions har- 
moniques et positives : 

St une série de fonctions harmoniques et positives dans un domaine D 


converge en un point de ce domaine, elle converge uniformément dans 
tout le domaine vers une fonction harmonique. 


Nous allons étendre ce théorème aux fonctions polyharmoniques. 

Une fonction u( M), harmonique d'ordre p dans un domaine D, sera 
appelée complètement sousharmonique dans D, si elle satisfait aux 
deux conditions suivantes : 

1° Elle est constamment négative ou nulle dans D: 

» Elle est sousharmonique de tous les ordres < p. 


Ces deux conditions peuvent s'exprimer analytiquement par les 
p relations 
(21) (144 (Mi<o (eeaO$ UN, os EE 72 veal |, fA ies tr) 
Si les inégalités suivantes sont vérifiées dans D 
(22) t—1) Ant M) 20 MO on ES DE I). 


la fonction sera dite complètement surharmonique dans D. 
Si la fonction 4(M), harmonique d'ordre p, est complètement sous- 


‘= 


Ann. Fe. Norm., (3), LIL. — Fasc. 3. ve 
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harmonique, la fonction —u(M) est complètement surharmonique: 


les fonctions 
Au(M), Atu(M), ..., A”-'u(M} 


seront alternativement complètement surharmoniques et complète- 
ment sousharmoniques. 

Soit 
up(M)= ru} (M) + rer—* ui (M) +... + Puit (M) + uh (M) (es M, M) 
le développement d’Almansi d'une fonction harmonique d'ordre p 
régulière dans le domaine étoilé D, de centre M,. Posons encore 


un MR (M) rt ut (M) + + EME 
png M) = Th ali M) + rt a3 LM) He M 
u, (M)=7?4}(M) + u7(M). 

Alors : 


THÉORÈME V. — Si la fonction u,(M) est complètement soushar- 
monique, les fonctions 


UM Me a (Mccoy su a MD 


seront alternativement complètement surhamoniques et complètement 
sousharmoniques. De plus les fonctions 


BOM ome te. (M), 24... HUE) 
seront, dans Dy, alternativement négatives et positives. 


Ona 
(931 uw (M) = ru, (M) + ur (M). 
Appliquons à cette identité l'opérateur A5 < p). On obtiendra 


aus 
Or 


Au, M) =r? Mu, (M) + Ay + B, Al? a,_,: 


i, 
: ; I ! 
(24) aly At Moe af ri Madr 
iT 1 
‘ 0 


ke 
L ser =: - 
NE [ we at 7 i¢@<p—)) 


“ 


FN ARR 


LUC 
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et 
1 ‘ 
(25) CMP? tty ng CM ee Er re 
. De Aare ye tr : 


La derniere relation montre que A7 ?u,_, a, dans D,, le signe 
de A’~'u,, qui est celui de (— 1 ?. Supposons alors, d’une manière 
générale, que A‘u, , ait, dans D,, le signe de (—1}, la formule (24) 
montre alors que Au, a le signe (— 1 Ÿ=', puisque A‘u,(M) a, par 
hypothèse, le signe de (—1)-'. Il en résulte finalement que l’on 


aura 
(— 1) Alu,_,(M)20 MERCI Stta pp — 5): 


done la fonction #,_, qui est harmonique d’ordre p — 1, sera complè- 
tement surharmonique. Même démonstration pour les fonctions 
| tr LS 


Pour prouver le second point, on n’a qu’à écrire l’identité suivante 


uh (M) = up( W) rup tM), 


pour remarquer tout de suite que u?(M) est négative dans D,. De 


méme, on aura : 
ub) (M == tp. (MY = ru, (M), 


ce qui montre, d’après le premier point de la démonstration, que la 
fonction w’~'(M) est positive dans Dy; et ainsi de suite. 

La réciproque de ce théorème n’est pas exacte. Il suffit, pour 
s'en convaincre, de considérer le cas des fonctions harmoniques 
d'ordre 2. 

Nous pouvons maintenant donner l'extension annoncée du théorème 
de Harnack : 


TaéorÈme VI. — Sort 
Me Me AE NT. 


une suite de p points situés dans un domaine borné quelconque D, et tels 
que le plus grand domaine étoilé compris dans D et centré en chacun de 
ces points contienne tous les points suivants. Soit encore 


MN + us (M +. + UM rene 


une série de fonctions polyharmoniques, du même ordre p, complétement 
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sousharmoniques dans D. St cette série converge aux p points précédents, 
elle convergera uniformément dans l'intérieur de D (17). 


Supposons le théorème vrai pour les fonctions harmoniques 
d'ordre p—1, nous allons montrer qu'il est vrai pour les fonctions 
harmoniques d'ordre p. 

En posant M,M—7, nous aurons, pour un terme quelconque Ww, ( M) 
de la série donnée, le développement suivant : 


ud (MY) = PER eM) = Pee (MY ae OMR OM 


ou bien 


(26) usd MY 05, (M) + up? (M) 


avec 
Le EMT = PP eM TM EE oP), 


ce développement étant valable dans la plus grande étoile D, de centre 

M,, contenue dans D. D'après le théorème précédent la fonction u;_,(M), 

harmonique d’ordre p — 1, est complètement surharmonique dans D,, 

et la fonction wy” (M) a un signe constant dans D,, savoir le signe —. 
De la relation précédente on tire 


(M) = SP CM), 
ce qui montre que la série de fonctions harmoniques 


x 
# 
D wy’ (M) 


4 


es 


s 1 
converge au point M = M,. Cette série convergera donc uniformément 
dans tout D. Elle convergera, en particulier, aux points 

NE | PEL LA 


rs x 
qui sont contenus, d'après l’hypothèse, dans D,. Alors la formule (26) 


montre tout de suite que la série de fonctions harmoniques d'ordre p—1 


V' us NID 
sd |! 


s=1 


(17) D'après une locution due à M. Paul Montel, Pexpression dans l'intérieur Wun 
domaine D veut dire : dans tout domaine fermé compris dans D. 


iw PE 
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converge aux p— 1 points précédents, et comme ces points satisfont 
à la condition de l’énoncé, la série convergera uniformément dans 
l’intérieur de D,. Donc la série donnée, somme de deux séries uni- 
formément convergentes dans l’intérieur de D,, sera uniformément 
convergente dans l’intérieur de D,. 

Remarquons que la condition de l’énoncé, relative aux p points M,, 
M., ..., M,, est certainement remplie si ces points sont contenus dans 
un domaine convexe intérieur à D. Soit alors D'un domaine quelconque 
complètement intérieur à D, ainsi que sa frontière. Montrons que la 
série donnée converge uniformément dans D’ fermé. 

Si 29 est la distance à D’ de la frontière de D, on pourra couvrir 
tout le domaine D’ avec un nombre fini d’hypersphéres S, de rayon >. 
L'ensemble de ces hypersphéres débordera sûrement le domaine D’, 
mais on est assuré, par le choix de ¢, que l’on restera dans l’intérieur 
de D. Si l’on pouvait démontrer la convergence uniforme de la série 
donnée dans chaque hypersphère S, la convergence uniforme dans D' 
fermé en résulterait immédiatement. Or, les hypersphères S se divi- 
sent en trois catégories, dont une ou deux peuvent être vides : 1° les 
hyperspheres S, contenues dans D, : 2° les hypersphères S, avant une 
portion commune avec D, ; 3° les hypersphères ne rentrant pas dans 
l’une des catégories précédentes. 

Pour la première catégorie la convergence uniforme est démontrée. 


SiS, est une hypersphère de la seconde catégorie, ct 


NN OX ARR 


p points quelconques de la portion commune avec une hypersphere de 
la première catégorie, la convergence de la série donnée en ces points 
entrainera sa convergence uniforme dans toute lhypersphère K,, 
d'après la remarque de tout à l'heure. 

On peut, d’ailleurs affirmer, d’une facon générale, que la conver- 
gence de la série donnée dans une portion convexe d'un domaine 
convexe assure sa convergence uniforme dans tout le domaine. 
Soit alors S; une hypersphère de la troisième catégorie. Il existe une 
chaine d’hypersphères reliant cette hypersphère à une hypersphère de 
la première ou seconde catégorie, telle que deux hypersphères consé- 
cutives aient une portion commune. La série étant convergente dans la 
14 
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première hypersphère de cette chaine, elle convergera, d’après la 
remarque que l’on vient de faire, uniformément dans S,. 
La série donnée converge donc uniformément dans D’. 


SECONDE PARTIE. 


FONCTIONS HARMONIQUES BORNEES DANS UN DEMI-ESPACE. 


I. — Fonctions harmoniques d'ordre 1. 


12. Soit V,(M) une hypersphère de centre M etde rayonr, S,(M) sa 
frontière. On désignera par #,(r) sa mesure, par 5,(r) la mesure de sa 
frontière. Le théorème de moyenne de Gauss, appliqué à une 
fonction u (M) harmonique donne 


| I 
(27) a(M)= 


[ wi M') da( MW), 


Tl PY sm 


M’ étant un point de S,(M), do(M’) un élément de frontière compre- 
nant le point M’. On en déduira, par un calcul dt à M. J. Hadamard ('*), 


x Ou(M) pss 4 
(28) 5 | uae + raja; doy (eos a 
OX; Patte à trés 
où J'ai écrit u(xr +ra) pour ue +ra,, etre, ..., UTE), 
Lis %a,..., %, étant les cosinus directeurs du vecteur MM’, dw l’élé- 


ment angulaire solide de l’espace à n dimensions. 
Supposons la fonction w(M) définie dans un domaine D où elle est 


régulière et bornée par le nombre Ly. On déduira de la formule précé- 
dente 


F ND oa 
Ox; ph , 


oui M) | n 


Or rest arbitraire, sous la condition que l’hypersphère V,(M) reste 


(9) J. Wapamann, Sur les problèmes aux dérivées partielles et leur signification phy- 
sique (The Princeton University Bulletin, |. XM, n° 4, avril 1902. p- 49-52). Dans les 
Mémoires antérieurs javais attribué cette formule à EE. Levi, 


0 enna 


Ou AT 


RECHERCHES SUR LES FONCTIONS POLYHARMONIQUES. 209 


comprise dans D. On aura donc finalement, en désignant par 6,(M) la 
distance du point M à la frontière de D, 


RUES ARTE ib Dt 


du(M) n 
(29) 


Ox; dp(M) Lu 


Il est essentiel de remarquer que la formule est valable quel que soit 
le domaine D, borné ou non, à condition que la fonction w y reste 
bornée. On en conclut que l’on peut énoncer, pour de tels domaines, 
des théorèmes que M. Paul Montel a énoncés pour des domaines 
bornés ('") : 


Tuéorme VII. — Des fonctions harmoniques également bornées dans 
un domaine non borné quelconque, sont également continues dans l’in- 
térieur de ce domaine. 


THÉORÈME VIII. — Toute famulle de fonctions harmoniques, égulement 
bornées dans un domaine non borné quelconque, est normale dans 
l’intérieur de ce domaine; la famille formée par des dérivées partielles 
de méme nom, d'ordre arbitraire, y est aussi normale. 


En particulier, ces théorèmes seront valables dans une bande, 
c’est-à-dire la portion d’espace comprise entre deux hyperplans paral- 
leles, ou encore dans un demi-espace. 


13. Appelons hypercercle toute intersection d'une hypersphere avec 
un hyperplan. Appelons aussi valeur moyenne d’une fonction u(M) 
d’un point M de l’espace sur un hyperplan, la limite, si elle existe, de 
la valeur moyenne de u(M) dans un hypercercle de l'hyperplan consi- 
déré, lorsque le rayon de l’hypercercle augmente indéfiniment. Il est 
évident que cette limite est indépendante du centre de I’hypercercle. 

Avec ces définitions on peut énoncer la proposition suivante, que 
M. Favard appelle « théorème des valeurs moyennes » (°°) : 


Soit u(x, Ls, ...,*,)une fonction harmonique, régulière et bornér 


(19) Pauz Monret, Sur les suites infinies de fonctions (Thèse ot Annales de l'Ecolr 
\ormale Supérieure, 3° série, t. NNIV, 1907 ). 
(20) J. FavarD, loc. cit. (+). L'auteur énonce son théorème pour # 2% 601 223, mais 


il est bien évident que le théorème est vrai pour toute valeur de, 
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dans la bande 


Ou 


Fn, dune valeur moyenne sur un hyperplan de la 
1 


1° St la fonction 


bande, elle en aura une sur tout hyperplan de la bande, et cette valeur 


moyenne est une constante ; 


2°” St u(M) a aussi une valeur moyenne sur un hyperplande la bande, 


elle en aura une sur tout autre hyperplan intérieur, et cette valeur 


moyenne sera une fonction linéaire de x, 


hae, L 


Une fonction harmonique, bornée dans un demi-espace l'est for- 
cément dans une bande contenue dans ce demi-espace. Par conséquent, 
le théorème de M. Favard lui est applicable. Nous allons cependant 
montrer que l’on peut remplacer ce résultat par un autre plus précis. 
Nous utiliserons ensuite le théorème de M. Favard pour donner un 
autre théorème des valeurs moyennes, dans lequel on ne fera aucune 


: Me rire ot 
hypothèse sur la dérivée +. 
ds à 


1%. Pour le premier point, il suftira de partir de la formule (29). 
Soitu(M) = u(x,, a, ...,.0,), une fonction harmonique, régulière 
dans le demi-espace æ, 7 a, où elle est bornée par le nombre L. La fov- 
mule (29) donnera, conformément aux remarques faites au para- 
graphe précédent, 


à RO ER 2e «ey Te) wi. 
(ar) —_—__ ee <6 à 
dr, . VE yaa 
S “tak , Ou : + 
Supposons que la valeur moyenne de 57 Sur hyperplan ,=£, 
v (4 od * bs 


existe. Alors cette valeur moyenne existera, en vertu du théorème 
rappelé plus haut, sur tout hyperplan a, = £,, tel que => &,. 

Or si l'on désigne par {wz =, | la valeur moyenne de w sur Vhyper- 
plan 2, = 2), ona, d’après l'inégalité (30), 


ni. 


lesz | : 


RE à 
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x 4 
et, il apre S le théorème de M. Favard, 


COG a allie UATE ET. 


Prenons 2, tel que l'on ait 


Il en résulterait 
RTE eos al 


Il ya done contradiction tant que £340. On peut par conséquent 
enoncer le théorème suivant, qu'on pourrait appeler « théorème des 
valeurs tovennes dans un demi-espace » : 


Oa 
bornée dans le demi-espace x, ‘a, a une valeur moyenne sur un hyper- 


at : 2 an Fhe eal à : ; : 
luÉOREME IN. — Sr la dérivée —— d'une fonction u harmonique, 


plan intérieur à la bande, elle en aura une sur tout autre hyperplan 
intérieur, et cette valeur moyenne sera nulle. 

St, de plus, la fonction u possède une valeur moyenne sur un hyper- 
plan intéricur, elle en possédera une sur tout autre hyperplan intérieur, 
et celte valeur moyenne sera Constante. 


15. Mais ce théorème, comme d'ailleurs le theoreme de M. Favard. 

- < . ‘ Pe ee PO ; 4 
part d'une hypothèse relative a la dérivée 2; pour en déduire un 
résultat pour la fonction #. Nous allons Je remplacer par un théorème 


où intervient, seule, la fonction w. 
Voici, tout d'abord, le theoréme pour une bande : 


TuéorÈme NX. — Sr la fonction u(x), x, ...,x,), bornée dans la 
bande asa, <b a une valeur moyenne sur re ae inte- 
Hes Li 1, He, elle en aura une sur tout hyperplan tnté- 
rieur +, =, et cette valeur moyenne sera une fonction linéaire de t 


soit 
Coun Dit) == ht > l 
OU l'été ‘ol 
De plus, la dérivée JE dura une valeur moyenne sur tout hyperplan 
d OX, ig > 


Ann. Ke. Norm., (3), LIL. — Fase. 5. 
14 


rN 
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intérieur, et cette valeur moyenne sera une constante, soul 


du 
(32) sels 


Démonstration. — SUE Pes que l’on ait démontré le théorème 
du 
pour la bande £,<x,<£'. Alors la dérivée Ty possédant une valeur 


moyenne sur un Ponte d’ailleurs RARE de cette bande, 
elle en possédera une sur tout hyperplan de la bande a£x,£b, en 
vertu du théorème de M. Favard. Et, comme la fonction uw admet une 
valeur moyenne, sur l'hyperplan æ,—Ë, par exemple, elle en admettra 
une en vertu du même théorème, sur tout hyperplan intérieur à la 
bande a<a,<b. Il reste donc à démontrer le théorème pour la 
bande £,<x,<£, le théorème de M. Favard pouvant servir, comme 
nous venons de le voir, à le prolonger dans toute la bande initiale. 


Soit donc 
AC 2. 


Une parallèle quelconque à l’axe des x, percera les hyperplansæ, —E£,, 
x, = Ë, aux points O et O’. Considérons un hypercylindre circulaire de 
rayon ret d’axe OO’, coupé par les hyperplans considérés suivant les 
hypercercles C et C’. Appelons, respectivement, K la portion de la sur- 
face de I’hypercylindre comprise entre les hyperplansæ, =£,,27,=t—< 
et K’ la portion comprise entre les hyperplans x, =1+e, æ, —E£. 
Appelons aussi [ et I” les hypercercles suivant lesquels l’hyper- 
cylindre est coupé par les hyperplans x, =t—< et «,=t+ ¢. Dans le 
domaine limité par C, K et T, appliquons la formule de Greeæ à la 
fonction u(M) et à la fonction de Green G(x,;t) relative au segment O0’ 
et au point a, = t, définie, comme il est te connu, par Le relations 


{By —- él te i 


LES 
19! Cras da 
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Or, G ne dépend pas de æ,,æx,, ...,æ,. De plus, G est nulle en O, 
donc dans tout C; par conséquent, la formule précédente devient 


du 0G , Ou ig 
oa te AIG — f(s — GE) do. 


Appliquons, de même, la formule de Green à la portion comprise 
entre K’, I’, C’. On aura, par suite de remarques analogues aux précé- 


dentes, 
de dg +f G ue dg +f (a se - ar ) da =o. 
VX Heald 5) I~ Ox, Ox, | 


0 


—_ 


to: 


(35) fr 
Ge 


De (33) on tire 


MATE 
| _—— Si Lt Sf, 
OG 51 =! 
Ox Med à 
; | a, S] er 
et TT = 
On en déduit 
OG À à OG i 
— | a — = == 
One. Ox, : 


quel que soit « >o. Cela étant, ajoutons les relations (34) et (35) et 
faisons ensuite tendre < vers zéro. On obtiendra 


a du CRT T 
(36) re : a f ude — Fe fades [OR ds fo de+ flute 


K,, K,, l, étant les limites de K, K’,  pourz =o. Or, l'inégalité (33) 
donne 


nine, « ~-a+h 
et, ÉTAPES ER; 
du Li -a 2 
dy dev) . aah 
| SI Oe : 
fonts oF x “2 
On en déduira 
du du 
(37) 1 dg | - G dg 
‘ dy “— dy 
eK "5 à 
el QG «dr 
LAN Len à ae f APP ITU MENT ES 


ets 


ou, ,(7) représente la mesure d’un hypercercle de rayon r (égale à 
la mesure d’une hypersphére de même rayon, de l'espace euclidien 
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à n — 1 dimensions), ef 


la mesure de sa périphérie. 
Cela étant, dans la formule (36) divisons partout par v,_,(7) et 
faisons augmenter r indéfiniment. On aura, par hypothèse, 
l 


ip [udz=A, lim —— fuds=b (A, B =< 00), 


pen Vaal) Je pee Vn) 


et, d'autre part, l'inégalité (37) montre que les intégrales 


| \ Et 
_ nthe ia ges sue dont Pre) 
Enr Jy ay Una UT Jr dy 
tendent vers zéro. Il viendra done, finalement, 
: I F | t 2 Len, , 
lia —__—_—— wide 2) 36) = — 2 A+ ae BS eee 
ren Vn ll r sf" =A At | 


et la première partie du théorème est démontrée. On en déduira 


Jul uit} 


NE 
ot 


. NX D À : 
mais les opérateurs > et yu. sont ici permutables (*'); done 


| ese = © 
AL Ol ee tee 


ee qui démontre aussi la seconde partie du théorème. 
On en déduit aisément le théorème correspondant pour le demi- 
espace : 


Tutoréme NT. — Sr la fonction harmonique rs Ae, |. «En Le) DONE 
dans le demi-espace x, a, à une valeur moyenne sur deux hyperplans 


quelconques, intérieurs au demi-espace, ces deux valeurs moyennes sont 
égales. La fonction u possédera, de plus, une valeur moyenne constante 


ARS : art ee COUR : 
sur tout hyperplan intérieur au demi-espace, et lu dérivée 5,7 possédera 
( wy 


une valeur moyenne nulle sur tout hyperplan intérieur. 


(od. Favanp, doe. eut ti pe tt. 


DCE ats 
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II. — Fonctions harmoniques d’ordre p. 


16. Nous établirons, tout d’abord, une inégalité analogue à l'inéga- 
lité (?*). Partons, pour cela, de la formule (20). En multipliant les deux 
membres de cette formule par ” ! et intégrant entre o et 7, on 


obtiendra 
(My Cu, + Cup ed Cr Up. 


L'expression de Pune quelconque |; M:7| des movennes sera, 
en vertu de (11), 
D 5 0 WEY dns 
TOUTE ib sai | : | ae ef wd, 


, all . . . 
\ 4 + ay 
alle se Leela Ue J DRE are UM 


d& étant l'élément de volume et v, = ,(1). On en déduira, par la for- 
mule de dérivation de M. Hadamard, 


AU ; 


G PA a » 
Ju, pl dr, dr borde 
Ss Bim — ——... Teen aCe “7; do, 
On, ye ry à , yee 


Li, %1, ..., 2, étant les cosinus directeurs du rayon de lhypersphere- 
unité V,(M), aboutissant à l'élément dw. Si donc on désigne par L, la 
borne supérieure de |w(M) dans le domaine D, on aura 


( ne Ns ce (as cap tai) 
rs à ? 
LA Bu NTC CS Ss IP Dire en sap? 


/ 
\ (0 ‘| 


Oi. 


Or; 


où 5, = 6,(1). En posant 


GF, E nN RATE ARTE, 4 
hess al Gy St ees Ci) FE nae ey KT 


on aura donc, quel que soit 7. 


(1 N’ 
du(M) = NG) Lh CA STE NA Neal) ss 
Ox; s 
d'où, comme plus haut! *?), 
22) Ou(M)| — bh? 
(38) aie 


(22) L'expression de la constante K? du Mémoire cite (2) 6. doit être remplacée par 
l'expression trouvée ici. De même, Vexposant 7 —1 de ép( M) doit étre supprimé. 
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Les remarques faites au n° 12 s’appliquent ici sans aucune modifi- 
cation. La formule (38) est valable quel que soit le domaine D, borné 
ou non; elle sera, en particulier, valable dans une bande où wu est 
bornée, ou encore dans un demi-espace, si wu y est bornée. On en 
déduit tout de suite que l’on pourra énoncer pour de tels domaines des 
théorèmes analogues aux théorèmes VIT et VIII : 


Taéorème XII. — Des fonctions harmoniques d’odre p, également 
bornées dans un domaine non borné quelconque, sont également conti- 
nues dans l’intérieur de ce domaine, et les dérivées d’un méme ordre, 
arbitraire, y sont aussi également continues. 


TuaéorÈème NIT. — Sort 


EME CU: UM AE ee metre CAT) 


une suite de fonctions harmoniques d'ordre p, également bornées dans 
un domaine non borné quelconque. St cette suite y converge, elle conver- 
gera uniformément dans l’intérieur du domaine vers une fonction u(M), 
harmonique d'ordre p. De plus, toute dérivée partielle de u,(M) convergera 
uniformément vers la dérivée de même nom de u( M). 


Des théorèmes correspondants pour les domaines bornés ont été 
donnés dans notre Mémoire cité (?) b (théorèmes III et IV). 


17. Si dans la formule (38) on suppose que le domaine D augmente 
indéfiniment dans tous les sens et que le nombre L, reste borné, on 
obtient l'extension suivante du théorème de Liouville : 


Une fonction harmonique d'ordre p. bornée dans tout l’espace, est une 
constante. 


e 


Une question tout analogue à celle que nous avons posée pour les 
fonctions harmoniques ordinaires se pose alors pour les fonctions 
harmoniques d'ordre p : que peut-on dire d'une fonction harmonique 
d'ordre p, bornée dans un demi-espace ? 

Nous allons, premièrement, résoudre la question pour une bande, 
à l'exemple de M. Favard, en énoncant une extension du théorème 
des valeurs moyennes aux fonctions harmoniques d'ordre Pp: 


d'uëte ORE 


w 
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Tutortme XIV. — Sort u(x,,æ,,...,x,) une fonction harmonique 
d'ordre p, régulière et bornée dans la bande a <x,<b. 


1° Su les fonctions suivantes 
JA 'u dA/—u JAP! u 


(39) 5 AP, ——, Au, ..., ’ 
Ox; 44 Ox, ; | Ox, 


» 


où qSp, admettent, chacune, une valeur moyenne sur un hyperplan de la 
bande, elles admettront une moyenne sur tout hyperplan intérieur. Ces 
valeurs moyennes seront des polynomes en x, de degrés respectifs 


OS CRAN QUES IR 


2° Si Au a aussi une valeur moyenne sur un hyperplan intérieur, 
elle en aura une sur tout autre hyperplan et cette valeur moyenne est un 
polynome de degré 2q —1 en x,. 


Le théorème est vrai pour g = 1; c’est le théorème de M. Favard; 
car A’-'west harmonique d’ordre 1. Il reste donc à le montrer pourg>1 
quelconque, en le supposant vrai pour g —1. 

Rappelons, tout d’abord, cette extension de la formule de Green 
donnée, pour m— 2 par É. Mathieu (**), et pour m quelconque par 
A. Gutzmer (?*) 

ml 


sh . d iA m—)—1 U ; d Ami! \> 
Am _ VA" pu aye SEA (ae ee ic 
(ho) jus V —-VA"uyae => f.(4 ee Mt }" 


ts 
1-0 


TITI 


D est un domaine de l’espace à m dimensions, de frontière F. 
Appliquons cette formule, avec m= q, aux fonctions suivantes : 


: ‘ 14247? 
Lea v= —t—__, 
(24 >} 
harmoniques d'ordre q. Cela donnera 
24-25 -2 ) 
NN 
124 28 oe es 


(23) É. Marureu, Mémoire sur l'équation aux différences partielles du quatrième 
ordre AAu et sur. l'équilibre d’élasticité d'un corps solide (Journal de Math. pures et 
appliquées, 2" série, L XIV. 1869, p. 378-421). 

(2t) À. Gurzmer, Remarques sur certaines équations aux différenres partielles d'ordre 
supérieur (ibid... 4° série, L VI, 1890, p. 403-422). 
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et la formule (40) deviendra 
yt 


; ÿ , ae AU > AIN 
(40°) 2 f(s far AA GE ) AT —0. 


» 


Soitæ, =, l'hyperplan sur lequel on sait que les moyennes de la 
suite (39), qui s’écrit maintenant 


y—1 y—? AL 
( 30 | aon ae Atel RES Oa Av=?I “ TP? AL : ss 
Ù dr. Or, Or, 
existent, et +, = 2 un autre hyperplan, arbitraire, de la bande consi- 


dérée. Je Sime pour domaine D'une portion d'hypercylindre circu- 
laire, de rayon r quelconque, dont l'axe coincide avec l'axe des x, 
cette portion étant limitée par les deux hyperplans considérés. Je 
désignerai, respectivement, par (,, C les hypercercles, sections de cet 
hypercylindre avec les hyperplans 2, = Ey, ©, = et par K la portion 
latérale de la frontière de cet hypercylindre 

Cela étant, appliquons la formule ( 40’) au domaine ainsi construit. 
On aura 


\" cal RATS [ Ox! 7s eee an 6 à ‘ 
Ps ah — 7), hr it: = AU 43, 
rs LL ” = 
‘ dA l 

Bef 24 eit haart 

2 TR | [” hid y | AU 

cd | 24] » ) | Or, nl DA i | 


OG: 


34 APNE HN, MY Pol 
PA » 1. an dy LL SEULE ul dr. 


des 
Divisons partout 3, ,(r) et faisons tendre r vers l'infini. Dans le 
premier membre, les intégrales étendues à K portent sur des fonctions 
bornées : elles tendent vers zéro avec . Les autres intégrales tendent, 
par hypothèse, vers des limites finies: car, le théorème est vrai 
pour g — 1 et les fonctions de la suite (39°), sauf la dernière, ont une 


moyenne sur tout hyperplan de la HAUT] Par hypothèse aussi, it 
OL, 
une valeur moyenne sur l'hvperplan æ, = 2,. Done 


7. 


A _ 
dia 


as eel 
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existe et il est facile de constater que c’est un polynome de degré 2g — 
en €; car, dans le premier membre, après le passage à la limite, les 
termes du plus haut degré sont 


A DATA Ty 3 : baht te À 
nn ie Ox, :|, mor 
(NAO 4, ...,g a), NRA ee ge) 


ils sont tous de degré 2g —2. 
Pour démontrer la seconde partie du théorème, nous prendrons, 
dans la formule (40), 


ryt 
ail 


Us Ary, Vy — tt —, 
(2g —1)! 


Ces fonctions sont encore harmoniques d’ordre q et l’on aura 
PEN il 
NEY oe AV 
(39 — 946 =1)! 
En appliquant la formule (40) à ces deux fonctions et au domaine 
hypercylindrique considéré, on obtiendra 
yl q—i 


A dAT'U ; 
=, Baars. RME Ge +S rf aU a 


k=6 ae 


(! mnt | 


JA 
<= L2q—2)1—1 OAT- WU By 
OS a eae has Ox, Goes Sel a 


= 0 
y—y 


(fans Lame | 
DRE (S44 UL po de = fu ad 
(29e D) 


A=0 
d'où, en divisant partout par ¢,_,(7) et faisant augmenter le rayon r 
indéfiniment, on trouvera que u.[ U; £] existe et est donnée par la for- 
mule 


ree 224 =" JA IU Luc | 

Co LA AA “ gai ere 
= Lagi! 2h— 1)! ta On, je | Des eA U; 0] 
| { ae 


si DATE T Ee a 
DD var y DEV) yr | | le U ae 


A=0 Di 


; DATA LES" 4 x ie 
Le degré de u| ———;; £ | est, par hypothèse, 2A; donc le troisième 
© ( 0x : d 


Ann. Fe. Norm., (3), LIL. — Fasc. 3. 29 


216 MIRON NICOLESCO. 


terme du second membre est un polynome de degré 2g — 1 en &. Le 
degré de | AU; £] en & est, par hypothèse, 2(g—2X)—1. Donc le 
dernier terme est un polynome de degré 2qg—1 en £ et il en sera, 
finalement, de même de ».[ U; §]. 

Le théorème énoncé est démontré. 


18. Nous pouvons maintenant donner l'extension aux fonctions 
harmoniques d'ordre p de notre théorème. 


TuéortmMe XV. — Supposons que la fonction u(x,, æ:, ..., æ,) har- 
monique d'ordre p, bornée dans la bande a<x,<b, ait une valeur 
moyenne sur deux hyperplans intérieurs æ,—Ë,, x, ==, et qu'il en soit 
de méme de ses laplaciens successifs 


Atte TI, NET a: 


Alors, la fonction u, ses laplaciens successifs et les dérivées par 


rapport à x, de ces fonctions auront, chacune, une valeur moyenne sur 
tout hyperplan intérieur x, —t. La valeur moyenne de la fonction u 
sera un polynome de degré 2p—1 ent. 


Reprenons les notations et le domaine du théorème X. Posons 


G?( a: val G(.c,;5)G(s;4) ds 
4 


71 


et, d’une façon générale, 


a 
Gi(z, st) = G(z,;s)G 115: t) ds UNS, ae 
4 


avec G'=G, G/(a,;¢) est, d'après M. Volterra, la puissance r*"° de 


composition de seconde espèce de G(x,; ¢t), relativement à l’inter- 


valle (2,, 7). Il est évident que G'est continue dans (£,, £,), que l’ona 


0? Gi( x, it) 
land UG gd a P 
dx 
quel que soit ¢. D'où 
OP GEL.) 
———— — 0.7 


dx? ‘ 


—— 
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sauf pour x, =t. Enfin, G'(E, ; 1) = G(Ë, ;t) =o, quel que soit 7 (*°). 
Cela étant, nous appliquerons la formule (40) aux fonctions 


U(M)=u(M),  V(M)=G(x;t) 


dans le domaine limité par C, K, et. Dans ce domaine la fonction G’ 
est harmonique d’ordre p; donc la formule (40) donnera 


y f (a G? RES ote Ny da? Gr =) d 
- . Ox, DE 1 
\ = 0 


p—1 
Le AP iu APG? 
À > AR 

+f Ge — Au ——— ) ae 

k=0 

p-1 $ 
oo J (a G? es à Z A'u eae 

À Tr Ox, ae 

A4=0 


—) 10 — 10} 
Or,ona 


A*k GP GPe-* 
et, d’autre part, G' ne dépend pas dex,, x, 


., ©, et il est nul en O, 
donc dans tout C. On aura, par conséquent, 


P=1 = pi 
oG**1 , AAP uw 
à is RO PL 
NS af Alu a Oc > f Gi am do 
ete oe Net eas 


ee ; pa x 
f(s — Mu 0G =) de — 0. 
Z r Ox, Ox, 
k=0 7 
Si l’on applique maintenant la formule (40) à la portion d’espace 
comprise entre K’, I’, C’, on trouvera 
p-t 
à 
-> fau A (a 
À=0 (os 


nes OA! D] 
5 Ue el oy 
do + if GP ——__— do 
sé 2 we ae 


REA 5 5 
, OAP' u . @GH 
—h — Aru 
> J (@ ae A'u 
A=0 


he ) dg 0. 


Ajoutons les deux relations et faisons tendre < vers zéro. On obtiendra, 


(25) Cf. Miron Nicotesco, Fonctions de Green d'ordre p ( Buletinul Facultatii de Stünte 
din Cernauti, vol. V, 1932, p. 206-211). 
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en désignant par Ky, K,, ©, =T, les limites do KK’ yt.05 


p-1 à P—1 5 
 aG+1 : cut Fa ig fe ne 
(41) 5 [+ u ds “> aa [+ u do T2 AE TN dc 
A=0 = 


Ox, 


p=1 
er 
le FA CE hs 
A=0 Ki 
puisque l’on a 
i; “OG! (x, + €;t), dGM4(a,— ¢;t) <. 
re Ox, Ox, kel om 


=>+0 
pour toute valeur de À, sauf pour la valeur À = 0, pour laquelle cette 
limite est égale à l’unité. 

D'après la formule (38), si la fonction uv, harmonique d'ordre p 
dans la bande a<x,<b, y est bornée, ses dérivées partielles du pre- 
mier ordre seront bornées dans l’intérieur de cette bande. En appli- 
quant la même proposition à ces dérivées, on déduira que tous les 
laplaciens de u sont bornés dans l’intérieur de la bande précédente 
(en particulier, ils seront bornés dans la bande £,<a,<&). Désignons 
par L,_;_, la borne de 4° -'u. On aura alors, pour la somme 


D À mee? 
[ Gr} dat Balt +| f Gr--À ea de 


Ja, gy. x 


une limitation analogue à la limitation (36); seul L sera remplacé 
par L,5_, et G par G’. Si donc, dans la formule (41), on divise par- 
tout par s,_,(r) et que l’on fait augmenter le rayon r indéfiniment, on 
trouvera, en posant 


Wages DF 


lim fx waar —aAGs lim 


r>olna(l) J, re Vn— 1 ( 


(ces limites existant par hypothèse) et en tenant compte de la remarque 
précédente, 


I oG'*! 
— | u de —=plu;t] =-> ( az ) Au 


iB 
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Cette formule démontre bien l'existence de u|u;t], et en donne 
l'expression. On voit que c’est un polynome de degré 2p— 1 en t. 
Pour démontrer l'existence des valeurs moyennes pour les laplaciens 
successifs et leurs dérivées par rapport à æ,, il suffira simplement de 
faire encore remarquer que l’on a (?') 

Ai 
(43) | |= tata; 0 RES PE RE D DU 
Le degré de chacune de ces moyennes par rapport à ¢ en résulte 
aisément. 

L'existence des valeurs moyennes est ainsi démontrée pour l’inter- 
valle £,S&<E. Pour prolonger le théorème d’existence dans toute la 
bande 4 £t<b, il suffira d'appliquer le théorème XIV: on vient de voir 
que les fonctions 


[4 


OA u OA’? u Ou 
——— ; A’ u, ——— ; Same) ñ 
Ox, Oz, Ox, 


admettent, chacune, une valeur moyenne sur l'hyperplan x, —1t 

(a<&,<t<% <b). Donc, en vertu du théorème cité, elles admettront 

une valeur moyenne sur tout hyperplan intérieur à la bande a£t<b. 
ÉD vias 


19. Passons maintenant aux fonctions harmoniques d'ordre p, 
bornées dans un demi-espace. Nous avons alors la proposition sui- 


vante : 

TaéorÈèue XVI. — Soit u(x,, +, ..., æ,) une fonction harmonique 
d'ordre p, bornée dans le demi-espace a£x,. St cette fonction, ainsi 
que ses laplaciens successifs 


Nie PACU ee ean AD 


admettent une valeur moyenne sur deux hyperplans intérieurs du demi- 
espace, alors la fonction u admettra une valeur moyenne constante sur 
tout hyperplan intérieur. Ses laplaciens admettront une valeur moyenne 


nulle sur tout hyperplan tntérieur. 
En effet, d’après le théorème XV, u[u:4]existe pour {> a, et c'est 


1% 
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un polynome de degré 2p —1 en t. Mais, d’autre part, on a, si L est 
la borne de u dans le demi-espace considéré, 


|p[u; e}|<L. 


Le polynome en £ considéré est donc borné, quel que soit t< a, c'est 
donc une constante. Pour le reste du théoréme, on tiendra compte des 
relations (43). 

Remarquons, pour finir, que le théorème que nous venons d’établir 
peut se généraliser de la maniére suivante : 


Taéorème XVII. — La fonction u étant supposée régulière dans le 
demi-espace considéré, st le rapport 


|u| 
(a, — a)” 


où q<£2p —1, est borné dans l’intérieur de ce demi-espace, Wu; t| est 
un polynome en t de degré q. 


Car, si l’on a 
[u| << L(x;— a)?, 
on aura 
[plu; 4] <L(£— a); 


donc le polynome p{u; ¢] de ¢ doit croitre au plus comme #’; c’est par 
conséquent, un polynome de degré q. 


SUR 


LE THÉORÈME DE PICARD-BOREL 


Par M. GHERMANESCU. 


Le théorème bien connu de Picard-Borel sur les valeurs et distribu- 
tions exceptionnelles des fonctions entières ou méromorphes, ainsi 
que les extensions données, soit aux combinaisons exceptionnelles de 
fonctions par M. Montel, soit aux algébroïdes par G. Remoundos et 
M. Varopoulos, donnent, comme on le sait, des limites supérieures du 
nombre des valeurs exceptionnelles que peuvent avoir les diverses 
fonctions considérées. 

Cependant, une étude des conditions nécessaires et suffisantes pour 
que de telles valeurs exceptionnelles existent, lorsque la fonction est 
donnée, n’a pas été faite d’une manière suffisante, à notre connais- 
sance. 

M. Borel en a donné des conditions nécessaires, concernant l’ordre 
des fonctions considérées. Plus récemment, M. G. Calugareano a fait 
les premiers pas (') (en examinant les fonctions entières et méro- 
morphes sous ce point de vue). 

Le présent Mémoire a pour but de répondre à cette question d’une 
facon assez étendue. 

Je reprends les cas étudiés par M. Calugareano et donne les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction entiére soit 


© ——_—…—…—…—…—…—"—"—"—"—"—"—"—— …—"…————— 


() Bull. des Sc. math., t. 54, 1930, p. 17-32. 
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dépourvue de zéros ou en ait un nombre m, sous une forme très gene- 
rale, de laquelle je déduis les résultats de M. Calugareano. 

Je passe à la première extension donnée par M. Borel au théorème 
de M. Picard, en y remplaçant la valeur exceptionnelle par un poly- 
nome, que je nomme exceptionnel. 

La forme principale de la condition cherchée est une relation 
linéaire entre un nombre fixe de coefficients du développement taylo- 
rien de la fonction considérée, nombre dépendant en premier lieu de 
l’ordre entier de la fonction et ensuite du nombre de zéros ou du degré 
du polynome exceptionnel, suivant le cas. 

La deuxième partie de ce travail est consacrée à l'étude des combi- 
naisons exceptionnelles de fonctions entières. J’y.fais d’abord l'appli- 
cation des résultats précédents. Ensuite, je donne au problème un 
aspect géométrique, en mettant en évidence une suite de surfaces, 
que je nomme exceptionnelles, attachées à toute combinaison excep- 
tionnelle admise par le système de fonctions considérées. 

Les combinaisons exceptionnelles de fonctions entières, définies et 
étudiées par M. P. Montel (‘), sont non-homogènes. Je définis et étudie 
les combinaisons exceptionnelles homogènes, dont je détermine en 
premier lieu, le nombre maximum, pour un système donné de fonc- 
tions. C'est ainsi que je démontre que ce nombre ne peut pas dépasser 
le nombre des fonctions linéairement indépendantes du système et 
que le premier est égal au nombre des fonctions fondamentales y 
faisant partie, c’est-à-dire des fonctions de la forme Qe’, P, Q étant 
des polynomes entiers en 5. 

Je n'ai pas pu déterminer le nombre des combinaisons exception- 
nelles distinctes dans leur ensemble (voir le texte), que dans le cas 
particulier, mais remarquable, des fonctions algébroides non entières. 
J'y donne une limitation meilleure que celle assignée par M. Varopoulos 
pour les algébroides entières (?) et montre comme ce nombre dépend 
de celui des fonctions fondamentales, définies plus haut, qui entrent 
RARE Sxbrassion des coefficients de l'équation définissant l’algé- 

roide. 


RP 


(') el mathematica, t. 49, 1926, p. 115 et suiv. 
@) Bull. de la Soc, math. de France, t. 33, 1925. 
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Je montre que les surfaces exceptionnelles, attachées aux combi- : 
naisons exceptionnelles homogènes, ont en commun un nombre bien 
déterminé de multiplicités linéaires exceptionnelles passant par l’ori- 
gine et que, en particulier, on peut rattacher aux fonctions méro- 
morphes des droites exceptionnelles, dont le nombre est deux au plus. 

Je donne une nouvelle condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
système de fonctions entières admette une combinaison exception- 


_nelle homogène, en y faisant intervenir certaine propriété d’invariance 


du wronskien du système. 

J'étends enfin les notions de combinaison exceptionnelle pour les 
systèmes de fonctions ou de valeur exceptionnelle pour les algébroides 
non entières, en y remplaçant, dans le premier cas, les coefficients 
constants par des polynomes et, dans le deuxième, les valeurs excep- 
tionnelles constantes aussi par des polynomes. Je définis ainsi les 
combinaisons exceptionnelles à polynomes, ainsi que les polynomes 
exceptionnels des fonctions algébroides et montre comment on peut 
leur étendre les résultats précédents. 

Une premiere forme des résultats contenus dans ce Mémoire a été 
annoncée dans trois Notes des Comptes rendus (t. 199, 1934, p. 629 et 
1506, t.200,-1059, p. 1179). 


A. — Valeurs exceptionnelles de M. Picard. 


1. Considérons une fonction entière ('), d'ordre fini et entier p, 
définie par le développement taylorien 


(1) fies ee ae Gyo Gate, po Ge FE se 


Si elle admet une valeur exceptionnelle a au sens de M. Picard, on 
doit avoir l'égalité 

(2) 1) Rae", 
A © 


() On peut considérer, plus généralement fis) holomorphe dans un domaine D. qui 
est le plan entier pour les fonctions entières : on en obtient des propositions analogies. 


90 


Ann. Ee. Norm., (3), Ll. — Fasc, 3. 
15% 


224 M. GHERMANESCU. 


P(z) étant un polynome de degré p; en posant 


(3) P'(3)= +3 +3 +... + p30t, 
on déduit de (2) 

À 5) f ~ m2 zp— 
(4) FE HPs) Sh hs thes ab niet Ap 37 LE 


En identifiant les coefficients des mêmes puissances de 3 dans les 
deux membres de la relation déduite de (4) en chassant les dénomina- 
teurs, on obtient, pour les premiers p coefficients C; les relations 


CG —= Gi + ad 

| A, C,+ À G—= 20 + ad, 

(A) 4, C, + A, G,+1, C= 3G, +: ay, 
| Ay Cp + Ay Cpe +... + Ap, Co = p Cp + adap, 


et, pour les suivants, 
(B) Ayo Cn + Ay Cn + + 22 + Ap, Capa y(n +1) Crs, (n2p). 


Les relations (A) et (B) constituent ainsi les conditions nécessaires 
pour que la fonction entière f(z), d'ordre entier p, admette la valeur 
exceptionnelle a au sens de M. Picard. Montrons qu’elles sont aussi 
suffisantes. : 

Nous allons commencer par démontrer qu’une relation, telle 
que (B,) est unique pour une fonction entière, lorsqu'elle existe. En 
effet, en supposant que les coefficients C, satisfassent à une deuxième 


OC, ONS: tS UT eae avt 


dans laquelle g peut être différent de p, on en déduirait la suivante : 
(5) Po On + py Cn t+... + prCp_pi4= 0, 

avec [y= A,— Aj, pr étant À, ou — À, suivant que p>g. Or une 
telle relation est impossible entre les coefficients d’une fonction 


entière, vu qu'elle caractérise les fractions rationnelles. En effet, en 
multipliant les deux membres de (1) par le polynome 


Os bos Po 37 py BF Br, 
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on obtient, compte tenu de (5), 
Q,(z) f(s) = polynome de degré <r — 1. 


On a donc ;= 0, ou bien À, =),. 

Cela étant, supposons que les coefficients de la fonction f(z) satis- 
font aux relations (A) et (B), ou plutôt, à la relation (B) seulement. 
Nous allons montrer que /(3)admet la valeur exceptionnelle a lorsque 
les relations (A) sont aussi satisfaites et dans ce cas seulement. A cet 
effet, reprenons la marche inverse, c'est-à-dire, multiplions les deux 
membres de (B) par 3” et ajoutons les relations obtenues en y donnant 
à n les valeurs successives p, p+1,...,etc.; nous sommes conduit à 
la relation 


(6) f'(#) = P'(2) f(s) + Q(z) — R(z), 
dans laquelle 


Q(z) =(C,+ C3 + C,2?+...+ C3) (*), 


(7) 2 el os 
; R(:)= Yu (Co+ Cys+...+ Gerets), 
1—=0 


L'intégration de l’équation différentielle (6) donne 
(8) fiz eF ®) Jo+ fe = Ryet as], 


C étant une constante. 

La relation (8) nous donne l'expression générale des fonctions 
entières dont les coefficients satisfont à des relations telles que (B); 
ces fonctions dépendent en particulier d’un polynome du (p — 1)*™ 
degré ou bien de p constantes arbitraires, qu’on détermine en fixant 
les conditions initiales auxquelles doivent satisfaire les nombres C; 
qui vérifient (B); (B) est en fait une équation homogène aux diffé- 
rences finies, du type de Poincaré, par rapport à la variable n et la 


ES 


(‘) L'accent indique-la dérivation par rapport à =, 
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fonction C(n) = C, et son intégrale dépend de p fonctions arbitraires 
de n. Nous allons déterminer les premiers coefficients C, en imposant 
à la fonction f(z), donnée par (8), la condition d'admettre a comme 
valeur exceptionnelle au sens de M. Picard, en d’autres termes, de 
satisfaire à une relation de la forme 


(9) er(s) Le +f (ile IG ve de] — ae", 


M(3) étant un polynome dont le degré sera déterminé dans la suite. 
On peut écrire encore la relation (9) 


C +f (Q — Rye!) ds = e§-* + ae-* 
0 
ou, en dérivant, 
(10) Q — R=(M'— P’) e*— aP"(s). 


Une telle relation ne peut avoir lieu que dans l’une des conditions sui- 
vantes : 


a. M se réduit à une constante. — Cette hypothèse entraine 
(a) QO — R=— (a+ e")P’ 


et la relation (8) devient 


f(s) (a + eM) + (C= ae — ex PW) eP (A 


ou encore, compte tenu de (9), 


(C — ae-"") — eM—P0l) PE = 0, 
qui exige 
C= ae-P + e—PO 
? 


/() se réduit ainsi à une constante, ce qui est contraire à l’hypothése. 


b. M(3) est un polynome. — Un théorème bien connu de M. Borel 
exige alors les relations 


M'(3) — P'(3)=0, Q(s)— R(s)—=—aP'(5) 


et la dernière conduit justement aux relations (A). La relation (8) 


Da Da tré 
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devient 
f(s) =a + (C— ae-Pit) cP), 


à condition que l’on ait 
C A ae), 


condition toujours réalisée puisque, f(s) devant se réduire à C, pour 


3—0,0na 
C,=a+[C — aeP] cP, 


donc 
C= Cye-Po 


et l’on a toujours C,a; car autrement /(2)— a admet la racine 


> —— 
a= 


De cette courte analyse nous pouvons dégager quelques remarques 
simples, dignes a retenir : 


a. (B) définit une relation linéaire de récurrence entre (p+ 1) 
coefficients consécutifs du développement taylorien de la fonction 
entière f(z); 

b. Le nombre entier p est justement l’ordre de la fonction f(z); 

c. Les constantes A; qui entrent dans les relations (B) sont les coef- 
ficients de la dérivée du polynome P(z) qui entre dans l’expression de 


Le résultat obtenu peut s’énoncer de la manière suivante : 
THÉORÈME I. — Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 


fonction entière d'ordre fint et entier f(z) admette une valeur excep- 
tionnelle a sont les suivantes : 


a. Entre un nombre fini quelconque p + de coef ficients consécutifs C; 
du développement taylorien de la fonction il doit y avoir une relation 
linéaire de récurrence de la forme 


(B) Ay Cn + AC ce À Crest wee Apt C,—pi = ire 1) Cas (7 2p). 


b. Les premiers p +1 coefficients du même développement doivent 
satis faire aux relations 


(A) OMAN Ca ee AG, = tn 20) Genie (n<p). 
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a, À; étant des constantes. Dans ces conditions, p sera l'ordre et a la valeur 
exceptionnelle de f(z). 


Es 


2. Applications. — 1° Prenons f(3)—e*; comme ona 


la relation (B) devient, après simplification, 
Ap tAN+A n(n —1)+...+ Ap ,n(n—1)...(n—pt+2)=1, 


qui donne A,= 1, A, = A,=...=Ap_1=0, donc p = 1; cette relation 


se réduit a 
C,=(n +1) Cris (n21). 


Quant aux relations (A), elles se réduisent ici à la première car 
p=tetlona 

I—1+a (a= 0): 
La fonction entiére e* est donc du premier ordre et admet la valeur 
exceptionnelle a=o. 


2° Prenons 
= ir | (A>1); 
(B) devient 
(m + 1)" [Ay + A, nk 4- Aynk(n —1)*¥ +...) =1, 
qui donne A, = A, =...+ A,_,=0 et il n'y a pas de valeur exception- 
nelle. 


3° Prenons f(z) == sins, avec 


ee ee 1 ef à 
On a, si nest pair, 
ho he » À, at 
(2n +1)! (an =t:)l  (an— Syl on To 


qui entraine successivement À, = 0, À, = 0, etc. On a aussi, lorsque x 


x à 
La nay ee 


SUR LE THÉORÈME DE PICARD-BOREL. 229 
est impair, 
a As * a 
(2n+1)! (an—1)! °~ (an +2)!’ 
qui entraîne aussi A, =A;=...=o0. Il n’y a donc pas de valeur 


exceptionnelle. 


4° Prenons f(z) = e* avec 


ek z 2 a 
ota at engi Sur an iat 
I 2: n 
on a(B) 
ho ‘À, À 
RES es A PRE 2 
n! (7m —1)! (rn —234 
ou 
n! (n —1)! n! 
La première relation donne A, = A. =A, =...=0, tandis que de la 


deuxième on déduit A, = 2, A, =A,;=...=o0. On a ainsi p= 2 et les 
relations (A) se réduisent aux deux premières, dont la première est 
une identité, de sorte que la derniére donne 


2—2+24 (a=), 


3. L’existence d’une relation telle que (B) entre un méme nombre 
de coefficients consécutifs du développement taylorien d’une fonction 
donnée peut s’établir aussi de la manière générale suivante : on donne 
à n dans (B)p +1 valeurs successives n, n+1,...,n-+p etl’on éli- 
mine les constantes A; entre les relations ainsi obtenues; le résultat 
est le déterminant nul suivant : 


(nm +1) Cray Cr Cr SHS RES 
(1 1) Anp= (n + 2) Cris Cas Ch sae Cite a 
(n al 1) Crip+i Crap Crepes tee Cras 


Cette condition est d’ailleurs équivalente a (B) car on les déduit 
l’une de l’autre. Pratiquement, si l’on veut utiliser les conditions (B) 
sous la forme (11), comme on ne suppose pas le nombre p connu 
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a priori, on doit, après avoir calculé ce déterminant, déterminer la 
plus petite valeur de p, pour laquelle le déterminant est nul. 

Par exemple, si nous reprenons la fonction e*, le déterminant A,, ,, 
correspondant est 


I I I I 

I I I 
trot m+ui Se nes a. oe (n—p+2)! 

I I LU I 
(n+p)! (n+p)! (n+p-il 0 (n+! 


et l’on voit facilement qu’il est nul pour p21. On a doncp=1 et l'on 
retrouve des résultats connus. 


4. Si l’on élimine les constantes À; entre les relations (A) et l’une 
quelconque des relations (B), on trouve 


Gites 0 0 ee a eee (By 
C, Greta o : l'art brlls: 2 2 Ce 
be C = oa nd ; 
(C) Gs ; CT O 3C sem 
Cpe Cpe Gs 0 ge a PC» 
Ca Cri Cana. 28. Cay (ne FD, 


Lorsque la valeur exceptionnelle a existe, elle est par suite la racine 
commune de l’infinité d'équations algébriques de degré p, obtenues en 
donnant an dans (C) toutes les valeurs successives p, p +1, etc. C’est 
le théorème de M. G. Calugareano (Joc. crt.) 


5. Démonstration du théorème de M. Picard. — De la marche 
suivie pour la démonstration de notre théorème précédent on déduit 
tous les éléments permettant de donner une démonstration élémentaire 
et simple au théorème de M. Picard. En effet, supposons que la fonc- 
tion f(z) ait deux valeurs exceptionnelles a, et a,. Les relations (A) 
devant être satisfaites, on a pour la première 


Ay Cy == CG sa, Ag, AyGy= G, +: 


car les constantes %,, À, sont uniques, d’après l’unicité de la rela- 


4 Age ait Set 
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tion (B). On en déduit immédiatement a,==a,, à moins que l’on 
n'ait À, — 0, mais dans ce cas c’est la deuxième relation (A) qui donne 
le même résultat, à moins que l’on n’ait A, — 0 et, en raisonnant avec 
les relations (A) restantes, on arrive à la conclusion antérieure parce 
que l’une au moins des constantes À; est différente de zéro, autrement 
la relation (B) donnerait C,., — 0, quel que soit n>p, ce qui est 
inadmissible car alors f(z) se réduirait à un polynome, auquel ne 
s'applique pas notre théorème. 


B. — Polynomes exceptionnels de M. Borel. 


6. La première extension de la notion de valeur exceptionnelle, due 
à M. E. Borel, consiste à remplacer la constante a par un polynome Q, 
d’un degré quelconque m, que nous nommerons polynome exceptionnel 
et qui est tel que l’équation 


ETS 


p'a pas de zéro. C’est M. Borel qui a démontré le premier l’inexistence 


_de deux polynomes exceptionnels correspondant à la même fonction 


entière f(z). En voici une autre qui, peut-être, n’est pas nouvelle. Des 


relations 
Die @ Ope: 


T(t et ie", 


P,, P,, Q,, Q. étant des polynomes, on déduit 


a 
(sie ), 
[i = Qs _p 
fs) ee 2 


et l’élimination de /’( 3) entre ces deux relations conduit à 


Onn 2. Po = PO, 
Ae PP 


? 


FA She 
relation impossible; car /(z) est supposée entière et trancendante. 


7. Supposons done que la fonction f(s) satisfait à la relation 


Ann. Ee, Norm., (3), LI. — Fase. 3. SI 
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unique. 
(13) J()—Q(:)=e". 


On en déduit 
F3) — U8) pr: 


avec 
P'(5) = + Aya + Às+...+ Ap sh,” 


5) 2 m 
a Q (5) = Pot M3 + fe 3? +...+ Uma”. 


L’identification conduit aux deux séries de relations entre les coef- 
ficients de la fonction f(z) 


Î G; = py ho( Co — Ho), 
2 (C3 — pu) =A,(C,— Pa) + À (Co — Bo); 
3 (C3 — Ba) =A, (C, amt (pes A, (C, pu) + À: (Co — Ho), 
SL aan ll on étove « ticaenA its bel , 


(mt + p) Cmrp= ko Cn+psi + Ay Cm+p=s + à + + Ap (Cm — Bm) 
et 


(B’) (7 ts 1) Cn À Cn+ À, Cr + see + Apa thn—p ee (n = m + p). 


On voit que (B’) n'est autre que (B), rencontrée dans le cas des 
valeurs exceptionnelles au sens de M. Picard, à la différence près 
qu'elle est valable à partir d’une valeur supérieure de n. Les rela- 
tions (A’) et (B') constituent les conditions nécessaires pour que la 
fonction f(s) admette la valeur exceptionnelle polynomiale Q(;). 
Elles sont aussi suffisantes, comme nous le ferons voir, tout comme 
dans le cas précédent. En effet, de (B’) on remonte à (8'), analogue 


à (8) 


(8°) RACE LS le +f (0 -- Rete], 


0 
avec cette fois 


Pri 


| Q(3}=(C,+ Ups +....+ Crest), 


(10) 4 a - ' x | 
| R (3) = à: (Cu+ ha Se ee LP PR gg et), 


f==0 


SUR LE THEOREME DE PICARD-BOREL, j 233 


Supposons l'existence d’une valeur exceptionnelle polynomialeQ (=), 
on à 


eP ls) Le +f (Q — Rje-ttids| = Q(z) + el, 


_P(z) étant aussi un pelynome. On en déduit la relation 
Q>R= (P'S Pie? 40/2 PQ 


‘et comme P ne se réduit pas à une constante, car alors f(z) se réduirait 
à un polynome, le théorème, déjà utilisé, de M. Borel nous conduit 
aux relations ; 


Pee Oe es ee FO, 
dont la dernière représente justement les relations (A’), en supposant, 


bien entendu, un développement (15) pour Q(z). 
Nous pouvons énoncer le résultat suivant : 


Tuéorème I]. — Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une 
fonction entière f(z), d'ordre fini et entier, admette une valeur exception- 
nelle polynomiale Q(z) sont les suivantes : 


a. Entre un nombre fini quelconque p + 1 de coef ficients consécutifs C; 
du développement taylorien de la fonction il doit y avoir, à partir d'un 
certain rang r > p, une relation linéaire de récurrence de la forme 


(B) ApGa+ À Ont À Cra. 2. + Ap Cn-pn = + 1) Cas (n>r). 


b. Soit m=r— p. Les premiers (r +1) coefficients du méme dévelop- 
pement doivent satis faire aux relations 


n (Cr à Ho) — Kot Lines ag Uni) a À ts a Un->) SIE ( iS ns Lia) 


hi, uj; étant des constantes (j $m). Dans ce cas p sera l’ordre de f(s) 
et mle degré du polynome exceptionnel existant. 


On voit de ce qui précède que l’existence de l’une ou de l’autre sorte 
de valeurs exceptionnelles pour la fonction entière f(z) est condi- 
tionnée en premier lieu par l’existence de la méme relation de 
récurrence entre le méme nombre de coefficients consécutifs du 
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développement taylorien de la fonction. Une telle relation existant 
entre les susdits coefficients, on ne peut pas affirmer la possibilité de 
l'existence d’une telle valeur exceptionnelle que si l'on tient compte 
en premier lieu du rang à partir duquel la relation commence à être 
vérifiée. Si le rang n du coefficient C, est inférieur d’une unité au 
nombre de termes figurant dans la relation de récurrence, on à affaire 
à une valeur exceptionnelle au sens de M. Picard; s’il est plus grand, 
on a affaire à une valeur exceptionnelle polynomiale de M. Borel 
et la différence donne justement le degré de cette valeur. Viennent 
ensuite les conditions (A) ou (A') qui décident complètement de 
l'existence ou de la non existence des valeurs exceptionnelles. 


8. Nouvelle démonstration de l'unicité. — Comme dans le cas du 
théorème de M. Picard, nous pouvons donner une nouvelle démonstra- 
tion du théorème d’unicité de la valeur exceptionnelle polynomiale, 
déduite de ce qui précède. 

Supposons à cet effet l'existence de deux polynomes : 

Q(3), Q(s) jouissant de la propriété considérée et soient respecti- 
vement u;, u, les coefficients des mêmes puissances de z. Comme la 
relation (B’) est unique pour une fonction entière, les constantes À; 


sont univoquement déterminées. Les coefficients ;, u; devant satis- 
faire aux relations (A’), on doit avoir, par exemple, pour la dernière ('), 


(M + Pp ) Gi, +}? — Ky Gen + hy ( 4M+pl—2 Teas ee Ap a Cane +! + AE 1 ( Cin a pen; 
} 


QUES P) Cn vp = ey § AMI T A, ( SES es UT ps Con UT lp { ( at), aia fem) 


et, si A,., 0, onen déduit y, = Win’ Si), = 0, on considère l’avant 
dernière relation (A’) de laquelle on tire la même conclusion, à moins 
que l’on ait aussi 4,» = 0; dans ce cas on considère la relation sui- 
vante Jusqu'à ce qu’on arrive à une /, ; 540. On en déduit ensuite, de 
proche en proche, les relations u; = y, ce qui prouve encore une fois 
l'unicité du polynome exceptionnnel Q(z). 


(') On suppose tei que Q(3) et Qs) sont du mème degré, ce qui d’ailleurs est bien 
justifié car autrement Pune des constantes u». 2m élant nulle, la comparaison des deux 
relations écrites dans le texte exige que l’autre soit aussi nulle et ainsi de suite. jusqu'à 
ce que les deux degrés deviennent égaux. 


at 
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to 
= 


C. Valeurs exceptionnelles d'ordre m. 


9. Appelons valeur exceptionnelle d'ordre m une quantité a telle 
que l'équation 
fis)=a 


ait mm zéros simples. En d’autres termes, on doit avoir l'égalité 


(17) Ss) = e230 hee", 


Q(z) étant un polynome du m*" degré en z, premier avec sa dérivée. 
On sait qu’une telle valeur est unique pour une fonction entière 
d’ordre entier p, si elle existe. | 

Nous nous proposons d’examiner les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu’une telle valeur exceptionnelle existe. Posons, 
comme d'habitude, 


Qu(E)= po + py s+ Pes? HAR n it, 
(18) 


TAGS Wasihy DRASS J hy lysrn"s 
Posons encore 
pr} 


| (19) Vp (TH) Pra + ad À pri. 
i= 


On déduit, de la relation (17), 


ff) 7 Omn(3) Dhyne 
Haas Gale) 0 


ou 
(20) Os) =) EP fn Oats Nef cs) 1e ], 


L'identification des coefficients des mémes puissances de = dans les 
deux membres de cette relation nous conduit aux deux groupes 
d’égalités 

CG Gr ay, 
Vo Ci + 1 Co 2H CG + HG + av, 
(A’) / V4 Ce + v G+ v, Go = 3 py GC, + ap, Ce + pe C, + AV, 


Yo (RTE nm Coupes ras ve My yie Cy 


== (in +P) Po Gmep + (m+ p—1) Pr Cup + 2 22 + Bm ep Cp = En p= 
16 
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et 
Yo Cat vi Ce He tt Viney Co m—p+s 


= (nN +1) boCn+s + Mfr Cat... + (r — m+ 1) im Cn-m+1 


qu'on peut encore écrire 


(B") (n+ 1) Po Croat (Abu — Vy) C+ — pt — V4) Gio one 
+(n—m+1 -m— wat } Cn-m+1 — Vin Cr—m — Vin+i Crm +...—0 


(n2m+p). 


On voit que (B") est une relation linéaire à coefficients linéaires par 
rapport au rang n entre m+p-+1 coefficients consécutifs du déve- 
loppement taylorien de la fonction entière f(z). Avec (A”), elles 
constituent les conditions nécessaires pour que la fonction f(z) 
admette a comme valeur exceptionnelle d’ordre m. Nous allons voir 
si ces conditions sont aussi suffisantes. 


10. Supposons donc que, à partir d’un certain rang #(‘)entre £+1 
coefficients consécutifs du développement taylorien de la fonction 
entière f(z) il y ait une relation linéaire de récurrence, à coefficients 
linéaires par rapport au rang n, de la forme 


(21) (ayn + by) Cay, + (aan + b,)C,+...+ (agn + br) Gn151=0, 


a;, 6; étant des constantes non toutes nulles. On peut l’écrire encore 


a(n +1) Cry, + a,nC,+ an — 1) Cr +... 
+ (nr — k +1) Caney + (Do — do) Cn+1 + Di Cn 
+ (b,+ @,) Cy, + (63+ 243) Cag +... + [O44 (kK — 1) ax] Can, =-0. 


Multiplions les deux membres de cette relation par s"*' et ajoutons 
les relations obtenues en y donnant a zn les valeurs successives n = #, 


k +1,...,etc.; on obtient, compte tenu des développements de /(=)- 


et (2) 
i R(s) f'(s) +S(s) f(s) =T(s)+ U(z) 


(') Parce que la relation portant sur &-+1 termes consécutifs, & d’entre eux sont 
arbitraires. 


| | 
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avec 

(23) R(s) = ays + a,37+...+ ags**', 

(24) S(s)=6,—a,+ 0,5 +(6,+4,)5?+...+ [bz+ (k —1) ag] 4, 
k—1 

(25) T(z) = ¥ as4|C, + Cis + 3C,5+.. + (kK — 8) Cg}, 
i= 


k 
(26) U(s}= Si [b+ (f -1) ai] [CO + Cys +... + Cruskt]. 


i=0 


Il est facile, tout d’abord, de faire voir que les coefficients d’une 
fonction entiére ne peuvent pas satisfaire en méme temps a deux rela- 
tions telles que (21). En effet, en supposant vérifiée encore une 
deuxième, soit-elle 


(21°) (ayn 26 by) Cri + (a, n+ b,) ae ae (ag n+ by) Cri Ss, 


k! étant en général différent de #, on déduit de celle-ci, tout comme 
de (21), l'équation différentielle suivante, analogue à (22), 


(22!) R(3)f'(3) + 8(s) f(z) =T(s) + U(z), 


R|(2)|, S|(s)|, T|(z)|, U] (z) ayant des expressions absolument ana- 
logues aux (23), (24), (25) et (26). Multiplions la relation (22') par 
R(z) et (22) par — R(z) et ajoutons-les, membre à membre; on en 
obtient 

(RS — RS) f(s) = (RT — RT) + (RU — Rv), 
relation qui montre que JG) est une fraction rationelle ou un poly- 
nome au plus. 


11. Cela étant, l'intégrale générale de l'équation différentielle (22) 


est 


MITA Te fea: 
(27) f(s)=e Ji (eee a: | 


C étant une constante arbitraire. La relation (27) renferme toutes les 
fonctions dont les coefficients satisfont à la relation (21). 
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Si f(z), donnée par (27), admet une valeur exceptionnelle a 
d'ordre m, on doit avoir 


‘ 


sepa A ] S sd 
ef c + | : 7 > FES dz |= a+ Quel 


ou 
s 


s s 
. k = ds Luz P+ | == 
C an ras à + One Si ; 


P, Q, ayant les significations déjà données (18). On en déduit par 


dérivation 
T+U—=aS + Q,Rel + Q,,(P’R+S)e? 


et comme P(z) ne peut pas se réduire à une constante, car alors f(=) 
se réduit à un polynome, une telle relation ne peut avoir lieu, d’après 
le théorème de M. Borel, que si 


(28) T(z) + U(z)=aS(s), 
(29) Qn (3) R(s) + Qm(s)[P(s) R(s) +8(2)]) = 0. 


Nous allons nous occuper de la relation (29) d’abord. On a dans le 
premier membre un polynome de degré m+p +4, dont l’annulation 
nous fournira m + p + k +1 relations entre les 24 + 1 constantes (') 
a;, b;, ce qui conduit à la valeur du nombre & 


(30) k=m+ P: 
qui montre que : 


Le nombre des coefficients consécutifs figurant dans la relation de 
récurrence (21) dépasse d’une unité la somme de l’ordre de la fonction 
entière f(3) et de l’ordre de la valeur exceptionnelle, lorsque celle-ci 
existe, 


Avec cela, la relation (29) peut étre écrite comme il suit : 
Qin( 2) R(s) “te Qn(2)S(s) + 
Qn(s)R(z2) ii 
LU SSSR ART TR RO RL 


(1) En réalité. il y en à 24-+ 2, mais à cause de l’homogénéité de la relation (2 
lune d'elles peut être prise arbitrairement. 


(29°) Lis) + 
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et sur cette forme on voit que la fraction figurant dans le premier 
membre doit se réduire à un polynome de degré p — 1. Or le degré du 
numérateur est égal à celui du dénominateur, ce qui fait que la rela- 
tion (29°) devient impossible. Il faut que le degré du dénominateur 
s’abaisse de p— 1 unités. Comme Q,,(3) est donné, cette condition 
doit être supportée par R(z), dont le degré doit se réduire à m +1. 
On a ainsi 


(31) Gia 0 (Gg es Tl ae ee A 


de sorte qu'il reste 


(32) R(s)=a)s-+ A5 +... EE ays". 


En deuxième lieu, il faut que le numérateur soit divisible par le 
dénominateur, c’est-à-dire par le produit Q,,( z)R(z). 

Remarquons d’abord que R(z) est divisible par 3, il doit en être de 
même de S(s), ce qui exige a, = b,, de sorte qu’il reste, après simpli- 
fication de s, 


(29) P'(2)Q, (2) Ri(s) + On (5) Bis) + Qm(2) Si (5) = 0 
avec 

(33) RCS) Ct te ln se 

(34) 9 (2) pi hs NE ones, 

(35) Bi Oy (F — 1) à i SN ne NON 

(36) bons (RAD SD, 


Nous n’avons pas fait l'identification exigée par la relation (29°), ce 
qui nous a semblé être assez pénible. Nous nous sommes contente 
d’un résultat partiel, obtenu grâce à une hypothèse particulière faite 
sur les zéros du polynome Q,(:), qui peuvent être simples ou mul- 
tiples. Nous avons choisi la première hypothèse comme nous menant 
rapidement à une conclusion. 


12. Supposons donc que Q,,(3) ait des zéros simples; la rela- 
tion (29”) peut s’écrire encore 
Ps) R, (5) Si (2) + se Lal i oc o 
; Om(s) 
Ann, Ec, Norm., (3), LU. — Fasc. 3. 
1¢€¢@ 


oo 
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et comme la fraction doit se réduire à un polynome, il faut que Qn( 5) 
divise R,(z), parce que Q’,,(s) est premier avec Q, (3), ce dernier 
n'ayant que des zéros simples. Comme enfin Q,,(s) et R, (2) sont du 
même degré m, ils sont identiques, à un facteur constant près, qu'on 
peut prendre d’ailleurs égal à l'unité. 

Si Q,,(s) a des zéros multiples, un tel raisonnement 1 nous fait con- 
clure que tout zéro de Q,,,(3) en est un aussi pour R, (z), sans toutefois 
pouvoir préciser quant à son degré de multiplicité. 

Avec 4;— l;, on trouve aisément 


br CE (i+ 1) Pia = (Ag Bit Ay bi +: «JE Vi 


et la condition (28) conduit justement aux relations (A”). Nous pouvons 
donc énoncer le résultat suivant : 


Taéorème III. — Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
fonction entière f(3), d'ordre fini et entier, admette une valeur excep- 
tionnelle a d'ordre m(') sont les suivantes : 


° Entre m4-p-+1 coefficients consécutifs du développement tay- 
lorien de f(3) on doit avoir une relation linéaire de récurrence de la 
forme 


(BY) ay(n +1) Cu + (an + bi) C,+ 
Sa (Amn + bm) Coins a Omit ee ss Om ES = O 
(n2m+p) 


avec 
p—1 


bi = — (v +1) av — Shiai. 


t= 


2° Entre les premiers m + p + 1 coe fficients du même développement 
on doit avoir les relations 


! 
( A‘) thon (Ur 1) @iGy ni — Doral Vo 


7=0 


(v=0,1,...,.m+p—1), 


(1) Avec la restriction faite à la page 235. 
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les a;, À; étant des constantes. Dans ces conditions, les racines de l’équa- 
tion f(s) =a seront les zéros du polynome 


Qm(s) —= 4 + d3—+...+ An gm, 


Il est évident que ce théorème contient le théorème I comme cas 
particulier, auquel il se réduit d’ailleurs pour m— 0. 

Ce théorème s’étend aussi au cas des valeurs exceptionnelles poly- 
nomiales. Il est facile de constater que les coefficients C, devront satis- 
faire à la même relation (B’), mais à partir d’un rang plus élevé, égal à 
la somme des degrés des polynomes P(z), Q(z), R(z) qui entrent 
dans la relation de condition 


(a) f(z)— Rs) = Q(2) 51 


Ce sont seulement les relations entre les premiers coefficients qui 
sont autres que les (A’). Nous ne nous occuperons en détail de ce cas, 
qu’on peut traiter d’une facon tout analogue aux précédents. 


tls 


A. — Combinaisons exceptionnelles. 


13. Considérons un système de ¢ fonctions entières /,(z), dont une 
au moins est transcendante, d'ordres finis ou non et sans zéros com- 
muns ('). Une combinaison linéaire mais non homogène de ces fonc- 


tions, de la forme 
(1) F(z)=p + bu 15) + pe fale) +--+ Bw RG), 


sera dite exceptionnelle, d’après M. P. Montel (*), lorsque l’on pourra 
assigner aux constantes y; des valeurs telles que F(s) soit dépourvue 
de zéros ou qu’elle en ait un nombre fini m. Il est clair que si un 
système de valeurs (45, Us, ... u.) donne une combinaison exception- 


(*) C’est-a-dire, un zéro quelconque de l’une n'appartient pas en même temps à foutes 


les autres. 
(2) Actu mathematica, t. 49, 1926, p. 115-160. 


ME Se 
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nelle de fonctions /,(3), tout système de valeurs proportionnelles 
(Ku, Ku,,...,Kp,) en donnera une autre qui ne sera pas considérée 
cependant comme distincte de la première. Mais si l'on a deux combi- 
naisons exceptionnelles F,(z) et F,(s), telles que Fi (2) =aF iG). 
a étant une constante, nous les considérerons comme distinctes, a 


moins que les constantes correspondantes y}, 1; ne soient pas pro- 


\ 
portionnelles. D’après cette remarque, on peut assigner @ priortal’une 
des constantes wu; une valeur fixe. Si l'on suppose p., 0, ce sera cette 
constante que nous supposerons être donnée et qu'on pourra désor- 
mais prendre égale à l'unité. Nous aurons ainsi affaire à des combi- 
naisons non homogènes. Si au contraire pv. est constamment nul, nous 


aurons des combinaisons homogènes, de la forme 
(2) @,(2) = pu f1(3) + be fa(s) +... + By Jv(4) 


et l’on pourra, ici encore, donner une valeur arbitraire à l’une quel- 
conque des constantes bi 

Si l’on a entre v fonctions entières /;(3) y combinaisons exception- 
nelles non homogènes 


F3) = pi + pi fi(z) + pi fes) +...+ ui f(s) (HET TE 


elles seront distinctes, d’après M. Montel (doc. cit., p. 118), lorsque le 


déterminant 
1 


Bi ee 
(3) sheet Hi 
PL BR eee BS 


est différent de zéro. Nous garderons cette définition aussi pour les 
combinaisons exceptionnelles homogènes. 

De mème, toujours d’après M. Montel, y + 1 combinaisons excep- 
tionnelles sont distinctes lorsque le déterminant 


| pa! pl 


1 | 
ee ret | Ps by 
2 2 4 2 
(4) Cs eh Pa ps 
| wert +1 rel V+] 
| io Hi ds is Py 


est différent de zéro. Cette définition ne convient plus évidemment aux 
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combinaisons exceptionnelles omogènes pour lesquelles A est toujours 
nul. 

Nous dirons alors que » + # combinaisons des v fonctions sont dis- 
tinctes dans leur ensemble, lorsqu'elles sont distinctes v à v, c'est-à-dire 
lorsque tous les 6, correspondant à » quelconques des v + # combi- 
naisons, sont différents de zéro. Cette notion s'applique aux deux caté- 
gories de combinaisons, envisagées plus haut, à la fois. 

Pour en donner un exemple, considérons le système de trois fonc- 
tions entières 


fe has et ue, (5) —=ic + dje—(a+ be, fa(s) = abe-*— cde’, 


a, b, c, d étant des constantes différentes et non nulles. Ce système 
admet les quatre combinaisons exceptionnelles homogénes 


Biles et ral (ae lia-d}et, 
F,(5)= 6? f,+ bf. + f;= - (6 —c)(b — des, 
ler LC = (ec —a)(c — bjer:, 
Fi(sj=@*f,t+df,t+ f= (d -a)(d = be, 


qui sont distinctes trois à trois, puisque les à correspondants sont des 
déterminants de Vandermonde de trois des quantités différentes a, b, 
c, d. Cependant ona les relations 

(Oe (0 — a) Efe) (a ee 2) Fs) 0, 

(d— a)(d—b)Fy(5) —(¢ —a)(e —b)F,(s)=0. 


Les trois fonctions considérées donnent aussi la combinaison égale- 
ment homogène 


Fi={[ab(c+d)—cd(a+ br] f,+ (ab cd\f,+ia+b- ce -d\f,=0, 


vu que les /; ne sont pas linéairement distinctes, mais on voit sans 
peine que les combinaisons F,, F;, F; ne sont pas distinctes, vu que le 
à correspondant est toujours nul. 

Les combinaisons de fonctions comprennent le cas particulier 
remarquable des fonctions algébroides. En effet, considérons une 
algébroide entière à v branches, définie par l'équation 


(5) Hein ele Jia clea a, de dal S ) 0; 


f(z) étant des fonctions entières, dont l’une au moins ne se réduit pas 
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à un polynome. Dire que l’algébroide u admet la valeur exceptionnelle 
a revient, comme on le sait, à admettre l’existence de la relation 


(6) a+ at f,(s) + a’? fy(s) +... + fos) = Qe?, 


P, Q étant des polynomes. On a donc affaire à une combinaison excep- 
tionnelle non homogène, ou du type Montel, des fonctions entières 
f(z). Par contre, pour les algébroides méromorphes définies par une 
équation de la forme 


(7) Has fa(s)u +... + fy(4) = 0, 

fitz) étant des fonctions entières, dont /,(z) n’est pas dépourvue de 
zéros (‘), on est conduit à une combinaison exceptionnelle homogène 
8) at fi(s) + a’ f,(s) +...+ f,(s) =QeP 


des fonctions /;(2). 


14. Considérons les v fonctions entières données et cherchons la 
condition pour qu'elles admettent » combinaisons exceptionnelles 
homogènes et distinctes. On doit avoir les relations | 


(9) Fi(s)=pi fat3) + pe f(z) +... + ui fs) = Qe (2551) Sr. ante) 
avec 2a a 

d— I br ba PE By I 7 0) 
P;, Q; étant des polynomes et aucun des Q; n’étant identiquement nul. 
On en déduit 


(ro) fs) = At Q,ePs+- ALQ en. + ASQ en (ir, 2, . a, ¥) 


avec 
Ai AL LL Ayo 


qui s'annule en mème temps que ©. Si les fonctions /;(z) sont linéaire- 
ment distinctes, deux groupes quelconques Qc", Q,e"* ne peuvent pas 
différer par un facteur constant, car alors leur élimination entre les 


(!) Toute combinaison des v fonctions f;(3) de la forme (6) ou (8), c’est-à-dire pour 
laquelle on à ;= 2*-1, « étant une constante non toujours nulle, sera dite combinaison 
erceplionnelle algébroïde, homogène ou non. Tel est le cas des combinaisons données 
dans l'exemple considéré-plus haut. 
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relations (10) correspondantes nous conduirait à une relation linéaire 
entre les fonctions /,(z) et réciproquement. Cela étant, les fonctions 
Si(s) n'admettent aucune autre combinaison exceptionnelle homogène 
en dehors des y déjà considérées car autrement, l’élimination des v fonc- 


tions /,(z) entre les » + 1 relations ainsi obtenues nous conduit à la 
relation 


(11) D Que Quel. + dv, Quel 0, 


dans laquelle 2; est le déterminant à donné par (3), formé avec les 
constantes p;, autres que ui. D'après le théorème déjà utilisé de 
M. Borel, une telle relation ne saurait avoir lieu, lorsque les P; ne dif- 
fèrent par une constante, que si Q:— 0, les 4; étant par hypothèse 
différents de zéro, ce qui est contraire à la supposition faite sur les Q,. 
Il faut alors que les P; soient égaux ou qu’ils diffèrent par des cons- 
tantes (pas tous à la fois, mais par groupes), ce qui est encore impos- 
sible, car alors, les Q; correspondants devant être proportionnels, ils 
s’ensuivrait au moins une relation linéaire et homogène entre les fonc- 


tions f;(3) ('). 


(1) Quoique n’entrant pas dans notre ordre d’idées, nous pouvons démontrer encore le 
résultat précédent par une voie toute différente, se rattachant aux nouvelles méthodes de 
la théorie des fonctions. 

En effet, M, H. Cartan a étendu une formule de M. R. Nevanlina aux g combinaisons de 
y fonctions holomorphes (Mathematica, Cluj, vol. VII, p. 1-30), en établissant l'inégalité 


q 
(q—) T(r) < Nps, F+S8(7) (TER), 


t= 


dans laquelle T(r), Np-1(v, Fi), S(7) désignent des fonctions analogues à celles intro- 
duites par M. R. Nevanlina, F; sont les combinaisons des v fonctions Ji, ete. Ona 


S(r) <0 [logT(v)] + 0 (logr). 
Supposons g = v +1 et que les F; aient un nombre fini de zéros; on a alors 
Np--i(r, Fi) < Ajlogr, 
A; étant des constantes et l’inégalité de M. H. Cartan devient 


f PH \ 


Ta exe 2) logs + ClogT(7) + D logr. 
1 


Or, on peut prendre r suffisamment grand pour avoir 


ClogT(r) < CG logr, 
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IL s'ensuit de ce court examen, que pour qu’un système de » fonc- 
tions entières admette plus de v combinaisons exceptionnelles 
homogènes et distinctes, il faut, entre autres, qu'il. y ait des relations 
linéaires et homogènes entre les fonctions données. Il y a done un lien 
étroit entre le nombre des combinaisons exceptionnelles fournies par 
un système de fonctions entières et celui des relations linéaires et 
homogènes qui peuvent exister entre les susdites fonctions, lien que 
nous préciserons dans ce qui suit. 


15. Les fonctions de la forme Q;e" qui entrent dans les combi- 
naisons exceptionnelles homogènes des fonctions f;(3), seront 
appelées fonctions fondamentales du système de fonctions entières 
fiz), tant qu’elles ne sont pas proportionnelles, quitte à se réduire 
à des polynomes distincts non identiquement nuls (»—1 au plus), 
comme nous appellerons combinaisons exceptionnelles fondamen- 
tales celles qui conduisent aux fonctions fondamentales déjà consi- 
dérées. 

En dehors des combinaisons exceptionnelles fondamentales il y a 
les combinaisons exceptionnelles constituées par les relations linéaires 
et hemogènes qui peuvent exister entre les v fonctions du système /;( =), 
que nous appellerons combinaisons exceptionnelles primordiales, vu 
qu'elles ont lieu, lorsqu'elles existent, en dehors de tout problème 
concernant l’existence des combinaisons exceptionnelles. Leur nombre 
ne dépasse pas y—2, car autrement toutes les fonctions /;(z) sont 
égales, à des facteurs constants près, cas qui ne présente aucun 
intérèt du point de vue des combinaisons des fonctions, vu qu’on 


retombe sur le cas d’une seule fonction, régi par le théorème de 
M. Picard. 


de sorte que l'inégalité précédente devient 
T(r) < A logr. 


Mais Tito) croit moins vite que log 7 seulement dans le cas des polynomes, sil s'agit de 
fonctions entières où, dans le cas des fractions rationnelles, s'il s'agit de fonctions holo- 
morphes, Comme toutes les F; ne peuvent pas se réduire à des polynomes ou à des frac- 
lions ralionnelles, ear il arriverail la même chose pour les f;, l'inégalité de M. H. Cartan est 
impossible pour g > 6 avec notre hypothèse, 
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Une combinaison linéaire et homogène entre une combinaison 
exceptionnelle fondamentale et une combinaison exceptionnelle pri- 
mordiale est évidemment une combinaison exceptionnelle, que nous 
désignerons sous le nom de combinaison exceptionnelle ordinaire. I] 
est évident aussi qu’à une combinaison exceptionnelle fondamentale 
correspondent À combinaisons exceptionnelles ordinaires, À étant le 
nombre des relations linéaires et homogènes entre les fonctions /;(z) 
qui, avec la combinaison exceptionnelle fondamentale initiale, consti- 
tueront le groupe exceptionnel correspondant à la fonction fondamen- 
tale considérée. 

Toute autre combinaison exceptionnelle homogène fournie par le 
système de fonctions /:(3) ne peut être qu’une combinaison linéaire 
des combinaisons exceptionnelles ordinaires d’un même groupe excep- 
tionnel. Leur ensemble fait partie aussi du groupe exceptionnel consi- 
déré, mais nous considérerons comme initiales celles dont nous venons 
de parler plus haut. Cela montre que toute combinaison exceptionnelle 
ordinaire peut être prise d’ailleurs pour fondamentale dans le groupe 
respectif. 

Il est évident qu’en fait de combinaisons exceptionnelles ce sont 
les fondamentales et les primordiales qui sont les plus intéressantes, 
les autres s’en déduisant par des combinaisons linéaires et étant 
d’ailleurs en nombre infini. Nous leur donnerons le nom de combi- 
naisons exceptionnelles proprement dites et dans le dénombrement 
des combinaisons exceptionnelles admises par un système de fonctions 
entières, ce sont elles que nous aurons exclusivement en vue. 

Nous avons démontré que le nombre des combinaisons exception- 
nelles fondamentales appartenant à un système de v fonctions entières 


f:(3) ne peut pas dépasser v, à moins qu’il n’y ait une relation linéaire 


et homogène au moins entre les fonctions considérées. Comme le 
nombre des combinaisons exceptionnelles primordiales est v — 2 au 
plus, nous sommes tenté d’en conclure que le nombre des combi- 
naisons exceptionnelles proprement dites admises par le système 
considéré de v fonctions entières est 26 — 2 au plus. Or cela n’est pas 
vrai. En effet, supposons que les fonctions considérées soient liées 
par À relations de la forme 

(EL) = ai, fae fee. BE re à CE A EE Ar D A 

Ann. Ec. Norm., (3), LU. — Fasc. 3. 33 
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on peut alors exprimer les fonctions f:(z) à l’aide de y — À fonctions 
arbitraires g;, soit 


Sil 3) = Aur gts) + Au $2(5) +--+ Avi Sv (5) (ET, By ee y). 


Si elles admettent y + À + 1 combinaisons exceptionnelles fondamen- 
tales distinctes on doit avoir 


BPA Si + fit... + ps fe= Qje"s CSP Ee at 


les fonctions Qc” n'étant pas proportionnelles. Ces relations 
deviennent 


(Ag pd + Aiud... + Aw Py) 80> (A, py + Aupl+...+ Agy Ld ) Serko 
+ (Avis PY + Avie ph ++ Ass BY) SS Qjeri 


(sly 2... ¥— A+ 1). 


Les premières ou y — A quelconques de ces relations montrent que les 
.fonctions g; s'expriment linéairement à l’aide de y — À quelconques 
des fonctions fondamentales Q,e*. Nous pouvons ainsi supposer que 
les g; sont elles-mémes des fonctions fondamentales. Dès lors la der- 
nière relation restante ne peut avoir lieu, d’après le théorème de 
M. Borel, que lorsque tous les coefficients sont nuls, puisque les g; 
et le Q;c" restantes sont distinctes. On a donc Q;==0 et il ne reste 
ainsi que v — À fonctions fondamentales au plus. 
Nous sommes donc en mesure d’énoncer le résultat suivant : 


THÉORÈME IV. — Un système de v fonctions entières, dont l'une au 
moins est transcendante, admet v combinaisons exceptionnelles homo- 
gènes proprement dites au plus : s'il y a À combinaisons exceptionnelles 


primordiales, il y a y— À combinaisons exeptionnelles fondamentales 
au plus. 


Autrement, on peut dire que : 


Le nombre des combinaisons exceptionnelles homogènes fondamen- 

s x . +, e . 

tales d'un système de v fonctions entières ne peut pas dépasser celui 
des fonctions linéairement indépendantes. ; 


(Enoncé suggéré par M. Montel.) 


AP 


ahs 


“tN CLL 
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16. En dehors des combinaisons exceptionnelles dont nous venons 
de parler, il y en a, surtout dans le cas des variables réelles, d’autres, 
qui méritent aussi d’être prises en considération. Ce sont celles qui 
conduisent à une fonction entière de la forme 


Ag +Bs, 


dans laquelle g, est une transcendante Qe’, tandis que £, se réduit à un 
polynome, tels que la fonction ci-dessus ait un nombre fini de zéros. 
Une combinaison exceptionnelle de cette nature provient évidemment 
de la combinaison linéaire de deux combinaisons exceptionnelles 
fondamentales, que nous appellerons, en vertu de son mode de géné- 
ration, combinaison exceptionnelle mixte, mais que, par la même 
raison, nous ne considérerons pas comme être distincte des combi- 
naisons exceptionnelles génératrices. Mais nous distinguerons les 
combinaisons exceptionnelles mixtes entre elles, de manière qu’une 
telle combinaison, s'exprimant linéairement par rapport aux autres de 
même nature, ne sera pas distincte de celles-ci. 

Supposons les fonctions /;(3) du système donné linéairement indé- 
pendantes et soient ®,, ®,, ®, trois combinaisons exceptionnelles 
mixtes provenant des mêmes fonctions fondamentales 8, 82, dont 
l’une se réduit à un polynome. Les relations 


®,=— Ai git Bigs (ea Ae 2-3) 
sont impossibles, car l’élimination des fonctions g,, g, entre elles nous 


conduit à une relation linéaire et homogène entre les fonctions f(3), 
relation qui n’est pas identiquement nulle, vu que cela exige 


phy À,,.B, 
ye Agi Bal 0 te ee ee Ns 
phe A alt 


ce qui montre qu’on a une relation D, — a®,-+ b®,, cas exclu de nos 
considérations. Disons que les combinaisons exceptionnelles mixtes, 
formées avec les mêmes fonctions fondamentales g,, 9, constituent 
une classe. 

En supposant des relations linéaires entre les fonctions f,(z), on 
démontre aisément que : 
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Lorsqu’entre les fonctions Sfi(s)il y a à relations distinctes, le nombre 
des combinaisons exceptionnelles mixtes, appartenant à une même 
classe, ne peut pas dépasser À + 2. 


s 


17. La deuxiéme question qui se pose serait celle de déterminer le 
nombre maximum de combinaisons exceptionnelles homogènes, dis- 
tinctes dans leur ensemble, c’est-à-dire v à v. Malheureusement, nous 
n’avons pas pu résoudre cette question d’une manière satisfaisante, 
sauf dans le cas particulier des fonctions algébroides non entières. 
Vu l’analogie, nouspensons que ce nombre ne doit pas dépasser 2v — 2 
ou peut-être v + À, À étant le nombre de relations linéaires et homo- 
gènes, existant entre les » fonctions données /;(3), d’autant plus 
qu'une limitation analogue a été donnée par M. Montel (loc. cit) pour 
les combinaisons exceptionnelles non homogènes. 


18. Le problème le plus simple auquel s'appliquent les considéra- 
tions précédentes est constitué par le théorème de M. Picard pour les 
fonctions méromorphes. En effet, soit F(z) une fonction méromorphe 
qu’on peut écrire sous la forme du quotient de deux fonctions entières 
sans Zéros communs 


Dire que F(z) admet une valeur exceptionnelle a, revient à dire que 
la fonction F(z) — a ou 


fils) — af:(s) 


admet un nombre fini de zéros. Or, nous avons là manifestement une 
combinaison exceptionnelle homogène de deux fonctions entières et 
notre théorème nous apprend qu'il y en a deux au plus. Nous retrou- 
vons ainsi le théorème de M. Picard. 


19. Le cas particulier le plus remarquable des combinaisons excep- 
lionnelles homogènes est constitué, comme nous l’avons déjà dit, par 
les fonctions algébroides méromorphes à v branches. En vertu du 
théorème général IV, que nous venons d’établir, il n’y a pour de telles 


TRE 


all 
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algébroides que v + 1 valeurs (') exceptionnelles proprement dites au 
plus, les autres, si elles existent, ne provenant que des combinaisons 
exceptionnelles ordinaires correspondantes, entre les coefficients, 
fonctions entières, de l'équation de définition. En effet, montrons 
d'abord que deux valeurs exceptionnelles fondamentales ne peuvent 
pas donner une valeur exceptionnelle mixte. Sia, b sontles premières, 
on devra avoir 


Dane UD ket (t=, hit eae ey 


k,, ky étant des constantes, dont l’élimination entre trois relations 
consécutives nous conduit a la relation impossible 


L 1 I 
a b C = 0; 
a? :b? €, 


puisque a, b, c sont supposées différentes. Au contraire, soient 
QE) PA fy ae he face. co te yo => Oy 

une relation entre les coefficients de l’équation 

(13) wf + ut fs... + fio 


qui définit Valgébroide, a une valeur exceptionnelle proprement dite 
ou, si l’on veut, fondamentale. Les relations 


(14) me ee Vie DORA ce VS 


dans laquelle 6 est une nouvelle valeur exceptionnelle, conduisent à 


Hi l 1 
(19) Hi a Ob he; 
Aji—» GO 0 


qui montre que trois coefficients consécutifs a; doivent être liés par 
une relation linéaire et homogène à coefficients constants, relation 
qu’on peut encore écrire 


 Ÿ +1). 


| 
oo 


(16) abs;— (at b6)aj-, + Ais 0 ic 


(1) Nous adoptons pour les v/ewrs exceptionnelles d'une algébroïde. la même termi- 
nologie que pour les combinaisons exceptionnelles, 


a 
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Réciproquement, s’il y a une relation (12) entre les fonctions Sil); 
dont les coefficients satisfont a la relation (14), alors a et 6 sont oune 
sont pas, en même temps, des valeurs exceptionnelles pour l'algé- 
broide w, car la relation (15) permet d'écrire 


A B 


Qo + — 
t ai bi 


A, B étant des constantes, et la relation (12) devient 
A Ÿ —1 ' B bY by! = =i 
q(t fia fot... t+ fou) + pret Sat fot.-- t+ frais) =, 


ce qui démontre la propriété, à moins que l’une des constantes a, b ne 
soit nulle, mais dans ce cas (15) se réduit à 


C—O, (h=2S, Soyo, V TL), 
les «; forment ainsi une progression géométrique et c’est alors (12) 
qui fournit la deuxième combinaison exceptionnelle algébroide à 
elle seule ('). 
Montrons qu’a une valeur exceptionnelle fondamentale a ne peuvent 
pas correspondre deux autres b et c, lorsqu'il y a une seule relation (12) 


entre les fonctions /;(3). En effet, on est conduit, par le même raison- 
nement, à une relation analogue à (16) 


(16’) aca;— (a+c)aj_,+ Lie —=0, 
desquelles on déduit 
ARE, Ut Oe 
les à; doivent former ainsi une progression géométrique de raison = 


mais dans ce cason est conduit à a—b=—c;, contrairement à l'hypothèse, 

Enfin, prenons une autre valeur exceptionnelle c £a et montrons 
qu'il ne peut lui correspondre une d. Cette hypothèse nous conduit à 
la relation, analogue à (16), 


cd (c+d)a;+ aj, 0 


(1) Ce qui est impossible car alors (13) admet une racine w= «et l’algébroïde n’est 
plus d'ordre v. 
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qui donnent ensemble 


a) uk a bse — d Lin ab — cd 
Bes ab= cd - ” ds Labtec + d)= cdia + 6) 


Comme 7 n’est pas fixe, ces conditions exigent 


a+b—c—d ab — cd 


18 ) =e SO — 
( Zo ed A CRU aie doi dr 0? 


les «; forment encore une progression géométrique, mais les rela- 
tions (16) ou les analogues donnent 


ce qui est encore impossible. 

Il y a un seul cas d’exception, lorsque v = 2; on peut alors consi- 
dérer z fixe et la condition (18) n’est plus nécessaire, les condi- 
tions (17) suffisant. La relation (12) devient 


[ab(c+ d) —cd(a+ b)|f,+ (ab —cd)f,+ (a+b—c—d)f,=0 


et l’algébroide correspondante, qui admet les quatre valeurs exception- 


nelles a, b, c, d, est justement celle qui correspond au système de 
fonctions donné comme exemple à la page 243 de ce travail. 


20. Supposons maintenant que les fonctions /;(=) satisfassent à une 
deuxième relation, analogue à (12), 


(19) Pr Pi fe base ee PE a= 0 


et soit a une valeur exceptionnelle fondamentale de l’algébroide w. 
Pour pouvoir en déduire une deuxième b, on doit avoir les relations, 
analogues a (14), 


Si) aha Ot MO Tare), praesent) 


(20) av t+ kif + À 
qui conduisent à 

k' x; aie k"3, I I 

Ki + Fe” 51 a b — 9 


Rais +R Bing a D? 
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ou 


(ou) ab(k'a;+ hk" Bi) — (a + b) (Kai + kB) + (ais t+ kh" Sia) = 0, 


‘ 


les constantes é’, £" n’étant pas nulles en même temps. On ne peut pas 
avoir en méme temps 


aba,— (a+ b)a4,+ %.— 0, 


ab3; — (a + b)8i4+ ie 0, 


car on en déduit 
Ay Bs, Stein Hs 
ER re EL DPI + +50 
a 
A,, A, B,, B, étant des constantes et les relations (12) et (19) 
deviennent 


ae (a? fit ai fot... t fue) + po (O'S ++... + fran) =O, 
ae vf v—1 f* a 3 B, vf Y= 7 Bf An. 
qui (fr a" fare. e+ for) + pra Osan b Jah: tee ee 


qui exigent, ou bien 
AB Abu 


ce qui est impossible, car alors les ~;, 8; sont proportionnelles et les 
relations (12) et (19) se réduisent à une seule, ou bien 


LE + dt! Ts a Jvri = 0, 


by, ae iad SF Se = FFT oO, 


auxquelles doivent se réduire les susdites relations (12) et (19), car 
autrement, il y aurait plusieurs relations entre les fonctions /;(z), ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 

Supposons qu'à une valeur exceptionnelle fondamentale a corres- | 
pondent deux autres b et c. On devra avoir les relations analogues 


OL hy ou + Ay Gy, Kb" : 
2: ; Le cs Pe cere Pach eee 14 
a +h Hf PR, 6 = Bae L 


desquelles on déduit 


pA: aie Bb! Se Gros. 


Bi = A’ a! + Boy! +- Cer 


sat 


SUR LE THÉORÈME DE PICARD-BOREL. 299 
avec 
AT EL 
ATEN ee (7 


qui montrent que 2; et 3; satisfont à une même relation linéaire entre 
quatre termes consécutifs 


Tr 1 I 1 
j= ee, Fe 
(22 ) + == (| 
tee au 
l 
(ites dE 


ce qui est bien possible si trois nombres consécutifs «; ne coincident 
pas avec trois 3; consécutifs. 

Au contraire, il est impossible qu’à une valeur exceptionnelle fon- 
damentale a correspondent trois autres b, c, d, car des relations 
auxquelles elles doivent satisfaire 


a CT NT 
GE = ky oe ae Ba 5; 2 === es els 
PTE his Oi h Di cie kr, Dr 


on déduit, en v éliminant «;_,, 5; ,, une relation de la forme 


a= \ hv vee Bev ws Cd’ 


qui ne peut avoir lieu, quel que soit 7S», que si vy = », cas Incompa- 
tible avec l’existence des deux relations (12) et (19). | 

Ce résultat est général. Supposons l'existence de relations de la 
forme 


(23) Faso f, + al fl) PER 0 Rpt AF TA 


entre les fonctions f;(z) et soit 4 une valeur exceptionnelle fonda- 
mentale de l'algébroide correspondante w. De cette valeur exception- 
nelle on peut déduire 7. autres au plus, que nous désignerons par #,. 
ds, ..., 4, En effet, on devra avoir 


2 ig a 4 à] ’ 
fe + hab Ki ze Aa == ORL 
| Kh afi he HE hs aes El ay 
(24) { 
| 9 » Tae spl: 
Nae ho REA eth M eth (oO 
inn, Fe, Norm., (3), LIL — Fase. 3. 9 


Att tr. 
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En résolvant ce système linéaire par rapport aux «/,,, on obtient des 
des expressions de la forme 


+ Sm ie, à Sets 0 921 
a}, ,=Afar!+ Af ai t+ Alay +. ..+ Aa; 


qui montrent que les «/,, (7 varie) satisfont à une relation linéaire 


t+1 


entre À + 2 termes consécutifs, et qui y est 


J 

ary I I I 

al, a a, a), 

j 2 2 2 a 
ot a ai a, 0) 
; ) 7.44 
tar ee nes CA 


ce qui est possible, à moins que À + 1nombres consécutifs «/ ne coin- 
cident avec une autre suite de À + 1 nombres consécutifs «*, cas auquel 
le nombre des relations entre les fonctions f;(3) devient moindre que 2.. 

On ne peut pas faire correspondre à une valeur exceptionnelle fon- 
damentale a, plus de À autres, 4,, 4, ..., G11, par exemple, car des 
relations (24) et de la suivante 


VE >. 1 #4 2 pee es ÉD ee 
at + Kit on}. + Ket obs +... + hy a Le eter MERE 


on déduit, en éliminant les «/., les relations 


(+49 


a—'= A a+ Ayayt+. + An at, 
qui ne peuvent pas avoir lieu quel que soit ¢<v que lorsque v£, ce 
qui est exclu, ou le nombre des relations (23). 


21. La conclusion précédente est en défaut lorsque les coefficients 
de l’une ou plusieurs des relations (23) sont en progression géomé- 
trique, c’est-à-dire, lorsque les relations (23) correspondantes donnent 
elles-mêmes des valeurs exceptionnelles. Dans ce cas, le nombre des 
valeurs exceptionnelles, qu'on peut déduire d’une valeur exception- 
nelle fondamentale a, est diminué par le nombre u. des relations (23) 
qui ont la forme dont il vient d’être question, car dans les relations (24) 


i+1 


il reste seulement À — y coefficients «/,, et le système est incompa- 
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tible tant que le"nombre des relations reste supérieur au nombre des 
inconnues (‘). 

Il est donc malaisé de conclure, lorsqu'on a démontré par une voie 
quelconque qu’une algébroide à v branches admet un nombre quel- 
conque y. de valeurs exceptionnelles fondamentales, que le nombre 
total des valeurs exceptionnelles‘est + À au plus. 

Il est malaisé aussi de conclure, d’après notre conclusion précé- 
dente que, chaque valeur exceptionnelle fondamentale a pouvant 
donner À autres au plus, le nombre total en soit (v+1—2)(A +1), 
car nous avons déjà vu dans le cas particulier À— 2 que cela est 
impossible en général. Pour déterminer une limite supérieure du 
nombre des valeurs exceptionnelles, admissibles pour une algébroïde 
non entière à v branches, nous allons raisonner d’une maniere diffé- 
rente, qui est d’ailleurs assez simple. 

Soit u une algébroide méromorphe à » branches 


(25) LOOP fe ee Pung Oy 


dans laquelle les /;(s) sont des fonctions entières, dont /,(s) 
possède des zéros, sans quoi l’algébroide devient entière, et supposons 
que les f;(z) sont liées par À relations distinctes de la forme (23). On 
peut alors les exprimer linéairement à l’aide de ¢ = v-+-1— A fonc- 
tions arbitraires g;(z) et l'équation (25) devient 


(26) Re Ris tiRg= 0, 
R,, R:, ..., R, étant des polynomes en w, dont un au moins est du 
ye’ degre. 


Supposons d’abord, ce qui est le cas le plus avantageux, que les g; 
sont des fonctions fondamentales, c'est-à-dire, de la forme Q;e", avec 
P;, Q; pelynomes entiers en s et que tous les R; sont de degré v. 

Pour que a, soit une valeur exceptionnelle correspondant à la 
fonction fondamentale 2, il faut que a, soit racine commune de tous 
les autres polynomes R,, R;, ..., R,. Pour que a, soit une valeur 
exceptionnelle correspondant à la fonction fondamentale g,, il faut 
que a, soit racine commune de tous les polynomes R,, R;, ..., R.. 


(1) Cette hypothèse est d’ailleurs impossible car alors l'algébroïde x n'est plus d'ordre ». 
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De cette manière on conclut qu'on a ¢ valeurs exceptionnelles, chacune 
correspondant à une gi, lorsque tous les R; ont, g — 1 à £ —1,une 
racine commune. Cela fait en tout ¢ — 1 racines pour chaque R; aux- 
quelles on a mis des conditions. On aura ainsi autant de groupes de ¢ 
valeurs exceptionnelles que ¢—1 entre dans », le degré maximum 
des polynomes R;. Posons 
y=sy"l OD — 1) p, 

le nombre total des valeurs exceptionnelles possibles pour l'algé- 
broide w sera ro +p, car les pracines restantes de chaque poly- 
nome R; peuvent être communes, 5 —1 à £ —1, de p manières 
différentes. En remplaçant p par v-r(e — 1), on trouve, pour le 
nombre total N, l’expression 


. 4 vi 

(27) Nester Pe Er) he 

Supposons maintenant que parmi les g; il y en a qui ne sont pas des 
fonctions fondamentales. I] suffit de faire cette hypothèse sur une 
seule, le résultat étant le méme. Alors, on aura autant de valeurs 
exceptionnelles que des racines peuvent avoir le R; correspondant com- 
munes avec les autres polynomes. Or leur nombre est évidemment » 
au plus. Nous pouvons done énoncer le résultat suivant : 


Tutortme V. — Etant donnée une algébroide méromorphe à » branches 
u, définie par une équation de la forme 


a f,(s) + als +... + fus =0, 


où les coefficients sont des fonctions entières, dont la première possède 
des zéros : 
a. Le nombre total des valeurs exceptionnelles ne peut pas dépasser 


N == y + E(; y 5) 


lorsque les fonctions f;( 3) s'expriment linéairement à l’aide de vy + 1 — 7. 
fonctions fondamentales distinctes de la forme Qje"', P;, Q; étant des 
polynomes entiers en z;, 


nt 
: Re ; ; m 
Dour (=) désigne, comme d'habitude, le plus grand entier contenu dans — - 
n 
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b. Le nombre total des valeurs exceptionnelles ne peut pas dépasser y 
lorsqu'il y a moins de y + 1 —}. fonctions fondamentales. 


Pour les algébroides entières, données par une relation de la forme 
Pa way, pare. eo fy BOR 
le nombre maximum des valeurs exceptionnelles a été déterminé par 


M. Th. Varopoulos ('), qui y a trouvé » +1 +7. Il est facile de voir 
que notre limitation est un peu meilleure, car de 


on déduit 
A= 1— vi <o, 


~ 
~ 


ce qui est vrai, à moins que À = 0 où A=v—1, c’est-à-dire les cas 
extrémes possibles et où il v a coincidence avec la limite donnée par 
M. Varopoulos. 

La valeur maximum du nombre N correspond au cas extréme 
=v —1; on a alors N= 2», résultat qui est atteint, par exemple. 
pour l’algébroide définie par l'équation 


PL Cay 2, = Q,tu es = 0, 
dans laquelle P,(w), Q,(w) sont des polynomes du v""" degré en u, tandis 
que g, et 2, sont des fonctions fondamentales. Les valeurs exception- 
nelles sont les racines, supposées distinctes, de ces polvnomes. 


B. — Surfaces exceptionnelles. 
22, Nous avons donné les conditions nécessaires et suffisantes pour 


qu'une fonction entière admette une valeur exceptionnelle finie dans 
théorèmes IJ et II]. Appliquons maintenant ces résultats aux systèmes 


(1) Bull. de la Soe. Math, de France, L. 53, 1925. Le résultat de M. Varopoulos cons 
litue, au plus, un mvatmun maximorum du nombre de valeurs exceptionnelles, Hest dt 
d’ailleurs à une inadvertance dans la démonstration (ef. Bull, Wath. de DEC Pol. de 
Bucarest, 1935). Voir aussi la Notice de la page 257. 
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dey fonctions entières, ce qui va nous donner les conditions néces- 
saires et suffisantes pour qu’elles admettent une conbinaison excep- 
tionnelle, homogène ou non. . 

Supposons que les fonctions données /i(3) ont des développements 
tayloriens de la forme 


(28) fs) = C0 Hens + Cas? + + ins" + 
et soit F une combinaison linéaire et homogène 
(29) F=p fit pofet---+ fs 
de ces fonctions. En posant 

(30) Ca fl Can + Me Can +: «+ + Py Cony 


ona 
Foeeos bt... tens" 


Dire que les fonctions /;(3) admettent la combinaison exceptionnelle 
non homogéne 
Bot P- hi tye ite a+. + py fr 


revient à dire que F admet la valeur exceptionnelle —u,<0. Nous 
sommes justement dans le cas de l’un dés théorèmes I ou III. Il faut 
que les coefficients c,, donnés par la relation (30), satisfassent aux 
conditions requises par les théorèmes cités. Autrement il doit exister 
une combinaison linéaire des coefficients des termes du même degré 
dans les /:(:) qui satisfassent aux susdites conditions. Nous dirons 
dans ce cas que les coefficients des fonctions /,(3) forment eux-mêmes 
une combinaison exceptionnelle. Avec cela, nous pouvons énoncer, 


Etant donné un système de fonctions entières f;(s) elles admettent 
une combinaison exceptionnelle lorsque les coef ficients des mémes puis- 


sances de 3, dans les développements tayloriens des fonctions données, 
en forment une. 


Lorsque la combinaison exceptionnelle est homogène, On, a Lo 0 


et les conditions (A) (théorème I) ou (A') (eee III) rentrent 
respectivement dans (B) ou (B') (théorèmes respectifs). 
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23. On peut rattacher quelques considérations géométriques aux 
questions précédentes. En effet, supposons que les paramètres 1, 
Be, ..., p., Solent les coordonnées d’un point M, de l’espace à v dimen- 
sions. L’équation (C), obtenue par l'élimination des constantes À, 
entre les relations (A) et la première des relations (B) (page 230) et 
dans laquelle on a remplacé les c, par les expressions (30) eta par — Uo, 
définit en général une hypersurface algébrique du (p+1)*" degré, 
que nous désignerons sous le nom de surface exceptionnelle du sys- 
tème de fonctions donné f;(z). La surface exceptionnelle, ainsi 
obtenue peut se décomposer en plusieurs autres, ce qui arrive, par 
exemple, lorsque les fonctions /:(3) sont liées par des relations 
linéaires à coefficients constants, en nombre bien déterminé. 

Lorsqu'il s’agit de combinaisons exceptionnelles homogènes, l’équa- 
tion de la surface est homogène par rapport aux coordonnées u.,, 
Uo, -.., Uy. Tout point M correspondant à une combinaison exception- 
nelle sera dit point exceptionnel. En réalité à une combinaison excep- 
tionnelle correspond une infinité de surfaces exceptionnelles passant 
par les points exceptionnels, dont les équations s’obtiennent de (C)en 
donnant à n toutes les valeurs entières supérieures à p — 1, p étant 
l’ordre entier de la combinaison exceptionnelle considérée. Nous consi- 
dérerons cependant comme principale celle correspondant à n = p. 

Lorsque le système de fonctions /;(:) admet plusieurs combinai- 
naisons exceptionnelles d’ordres entiers différents, il y a de la sorte 
plusieurs suites de surfaces exceptionnelles. 

Il y a là un cas particulier remarquable : c'est celui où toutes les 
combinaisons exceptionnelles admises par le système de fonctions 
donné sont du même ordre entier p. Dans ce cas il y a une seule sur- 
face exceptionnelle ou bien une seule suite infinie de telles surfaces. 
Tel est le cas, par exemple, des fonctions cos =, sin 3. 


24. Occupons-nous du cas spécial des combinaisons exceptionnelles 
homogènes. Les surfaces exceptionnelles passent alors par l’origine O, 
qui en est un point exceptionnel absolu. 

Il y a cependant d’autres éléments des surfaces exceptionnelles qui 
présentent un intérêt de beaucoup plus rattaché à nos recherches. 
Soit M un point exceptionnel fondamental. En général, il n°y a qu'un 
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seul point de cette espèce sur toute surface exceptionnelle. Tout point 
de la droite OM est évidemment exceptionnel et la droite se trouve 
faisant partie de l'intersection commune de la suite de surfaces excep- 
tionnelles correspondantes. A un système de » fonctions entières 
correspondent, d’après le théorème IV, » droites exceptionnelles au 
plus, issues de l'origine, le maximum pouvant ainsi être atteint 
lorsque les fonctions données sont linéairement distinctes. 

Supposons que les fonctions données soient liées par des relations 
linéaires et homogènes à coefficients constants z;. 

Les points P;(x!,@!,..…., x!) se trouvent évidemment sur toute surface 
exceptionnelle, de quelque groupe (') qu'elle fasse partie. Tout point 
de la multiplicité linéaire L/,, (?}, définie par les points O, M,, P; est 
exceptionnel, À étant le nombre de relations existant entre les fonctions 
fi) et la multiplicité Li, se trouve à l'intersection commune des 
surfaces exceptionnelles correspondant à la combinaison exception- 
nelle considérée. Il y a davantage, les points O, P; déterminent une 
multiplicité unique L,, commune à toutes les L/,, et, par surcroit, à 
toutes les surfaces exceptionnelles qu’on peut rattacher au système de 
fonctions considéré. 

Il y a un cas particulier remarquable : c'est celui où À = — 2. Les 
surfaces exceptionnelles se décomposent en une L/_, (v—2 — plan) 
et une autre hypersurface de degré p. Tel est le cas y= 3, p= 1. La 
surface du deuxième ordre se décompose en deux plans. Un exemple 
en est fourni par les fonctions considérées à la page 243. La quadrique 
exceptionnelle se décompose en deux plans, ayant les équations 


M - (d+ bu, + ab n,==0. 


cd ee aaa din, + ed w= oO. 


dont le premier contient, entre autres, les points exceptionnels(a’,a,1), 
(b?, b, +) et le second (c?, ce, 1), (d?, d, 1). 

Nous pouvons énoncer, compte tenu aussi du théorème LV, le 
résultat suivant : 


Qi Sagit du groupe exceplionnel délini à la page 247. 


(7) Autrement un A-plan. d'après la terminologie de Guichard. 


5 ture 
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Théorème VI. — A tout système des fonctions entières admettant des 
combinaisons exceptionnelles homogènes fondamentales correspondent 
au plus »—X multiplicités linéaires exceptionnelles L;,,, intersections 
communes des suites infinies de surfaces exceptionnelles attachées aua: 
groupes exceptionnels admis par le système de fonctions données. 

Les multiplicités Li, , ont comme intersection commune une L, unique, 
/ étant le nombre des relations linéaires et homogènes existant entre les 
fonctions données. Lorsque À = 0, les L}., deviennent des droites excep- 
ttonnelles, passant par l’origine O. à laquelle se réduit X,.. 


25. Le cas très particulier v = 2, qui correspond, nous l’avons vu, 
aux fonctions méromorphes, est edit tout remarquable. En effet, les 
surfaces exceptionnelles se réduisant à des droites, passant par l’ori- 
gine et formant un faisceau exceptionnel. Le théorème de M. Picard 
ou le nôtre (IV) pour » = 2, nous permet d’énoncer le résultat parti- 
culier suivant : 


Taéorème VII. — A toute fonction méromorphe d'ordre fint corres- 
pond un faisceau exceptionnel de droites, dont deux au plus sont 
exceptionnelles. 


Par exemple, la fonction tang =. Ona ici p = 1 et le faisceau excep- 
tionnel est formé par les droites isotropes du plan 


Ai + 5 = 0. 
qui sont exceptronnelles toutes les deux. 
Prenons encore l’exemple 


; fier CF, A a lel de 


Les coefficients c, de la combinaison 


Fao ple? + 6? nee) 
sont 


Pl fe raie HS Es, ut ils. 
Le à — Sat Ate ks 7 —— 
ROMAIN)? n! es Soda SU YE 


Comme on a ici deux combinaisons exceptionnelles fondamen- 
tales Ae*, Be’, on aura dans le premier cas les droites 


(Ha - ) (pg py ey —- Op i =o. 
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et dans le second 
(He + Py) (Be — Spy) = 0, 


de sorte que l’équation du faisceau exceptionnel correspondant est 
(23 — BT) (Ma — 5p) — 60, 
dont les bissectrices des axes 
MT; Parts 2 


sont les droites exceptionnelles. 


26. Nous pouvons donner encore une autre forme à la condition qui 
exprime que le système de fonctions f(z) admet une combinaison 
exceptionnelle fondamentale homogène. 

Considérons le wronskien du système de fonctions 


Pride pa citée 7 
roel LAON pega re 
RSA née 


W, ne peut être identiquement nul que si les fonctions f;(z) sont 
liées par une relation linéaire et homogène, à coefficients constants 
au moins. En effet, si W,= 0, il s'ensuit que les /; sont des intégrales 
particulières d’une même équation différentielle linéaire d’ordre y —1 


A, VUE A PURE + AL ro. 


dans laquelle les A; sont des fonctions de = ou même des constantes, 


cela n'ayant pas d'importance. On peut alors les exprimer sous la 
forme 


Sit = CHAT Ci2 Ge Pier TCiv PER 


?; étant y — 1 intégrales distinctes de l'équation précédente. L’élimi- 
nation des 9; entre les v expressions des Jf, conduit bien à une relation 
linéaire et homogène, à coefficients constants, entre les f,comme nous 
l’avons déjà annoncé. 

Cela étant, supposons pour le moment W,£ 0 et soit F une combi- 
naison exceptionnelle homogène fondamentale des fonctions /;(=) 


Po ey fit do fat. + by fu= QeP, 
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P, Q étant des polynomes en 3. On en déduit par dérivation 


AP Aie sie 6 © ns, din gite a safe à else + os ce +» CCC 


M4 tite, + Ho É Tee te tt a Q,. . 


les Q; ayant des significations évidentes. Comme W,+o, on peut 
résoudre ces relations par rapport aux constantes y,, en appliquant la 
regle de Cramer; on trouve 


( 5) NY S==aaey 5 RS PERTE 


dans laquelle Wi représente ce que devient W, lorsqu'on y remplace /; 
par Qe’. Les relations (#;) montrent que W, reste invariable, à un 
facteur constant près, lorsqu’on y remplace l’une des fonctions /; par 
la fonction fondamentale Qe’. 

Réciproquement, supposons que W, jouisse de cette propriété, tout 
en étant différent de zéro. La relation (w;) devient, par exemple 
pour? = 1, 


Qe hf, fe Ss ea se 

Q, Cee BA, ta Ja GET ty =, 
| Re ES Ee, Ae tle a at. Wen 
at dy, fo UN Seale ta cis 


qui n’est autre que le wronskien nul du systéme de fonctions 
QeP—ufi, fr : Sf caer eas € 
D'après la remarque précédente, il s'ensuit que ces fonctions sont 
liées par une relation linéaire et homogène à coefficients constants 
Qel= pif, + pu fs +... + pu fs 
et exprime que les fonctions f;(3) admettent une combinaison excep- 


tionnelle fondamentale, conduisant à la fonction fondamentale Qe’. 
Nous pouvons énoncer ainsi le résultat suivant : 


Taéorème VIII — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
système de » fonctions entières, linéairement indépendantes, admette 
une combinaison exceptionnelle fondamentale homogène, est qu'il 
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existe une fonction fondamentale de la forme Qe’, telle que le wrons- 
tien du système de fonctions données reste invariable st l’on y remplace 
l'une quelconque de ces fonctions par Qe’. 


s 


Lorsque les fonctions données ne sont pas linéairement indépen- 
dantes, l'énoncé devient un peu plus compliqué, mais il est facile à 
obtenir. 

Nous avons supposé, pour rester dans les hypothéses faites dans 
tout ce travail, que P et Q sont des polynomes entiers par rapport a 3, 
mais nous n’avons pas utilisé cette hypothèse dans la démonstration 
de ce dernier théorème. 

Il s’ensuit qu'il reste valable même dans le cas le plus général où P 
et Q sont des fonctions entières. ; 

En particulier, lorsque Q au moins est une fonction entiére a un 
nombre infini de zéros, notre résultat prend une forme généralisant la 
généralisation donnée par M. Borel au théorème de M. Picard. En 
effet, il donne les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une 
combinaison linéaire de v fonctions entières admette une distribution 
exceptionnelle de zéros. 

Remarquons enfin que la condition exprimée par le théorème pré- 
cédent est entièrement équivalente à celle-ci : 


L’équation différentielle 


) _— fy fe / ip 
ace Sie eae fa io 
1" Ym te u fi 1 he li Vin 4 iy -1 


doit avoir une intégrale particulière de la forme Qe’. 


) n - - . - LU . . , . 
Prenons par exemple /,=cosz, /, = sins. L’équation correspon- 
dante est 
Vcoss — 9 sins =p. 


avec l'intégrale générale 


Vorsins + LU COS. 


vtil est visible qu'elle contient «=, à des facteurs constants près. Le 
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système de fonctions cosz, sins admet par suite deux combinaisons 
exceptionnelles fondamentales. 


27. En dehors des combinaisons exceptionnelles considérées dans 
les lignes précédentes, on peut étudier aussi les combinaisons de 
fonctions obtenues en remplaçant les coefficients constants par des 
polynomes ou même par des fonctions entières d'ordres moindres que 
ceux des fonctions données, telles les suivantes 


(a) Ri (5) fx(s) + BS(s) fis) +... + Ris) fils) = Que”, 


dans lesquelles P;, Q;, R; sont des polynomes en z. Nous les appelle- 
rons combinaisons exceplionnelles à polynomes. 

On peut édifier, pour ces combinaisons, une théorie analogue à 
celle que nous avons esquissée pour les combinaisons à coefficients 
constants. On peut, par exemple, démontrer que, lorsque les fonc- 
tions /:(z) sont linéairement indépendantes, cette notion étant prise 
dans un sens plus large, c’est-à-dire, elles ne satisfont pas à une rela- 
tion de la forme 
(B) Ay Hate) As Jets A, p(s) 0, 


dans laquelle les A; sont des polynomes en z, qu'il n’y a pas plus de 
¥ combinaisons exceptionnelles homogènes à polynomes. C’est tou- 
jours à l’aide du théorème de M. Borel qu’on démontre cette affirma- 
tion, car, en supposant l’existence de y + 1 combinaisons exception- 
nelles de la forme (x), l'élimination des v fonctions f;(3) entre les 
relations correspondantes nous donne une relation de la forme 


B,(s):Oye"* +.B, 5). Qs eh Bb, js 10,4: 0, 


qui est impossible lorsque les Q;e" different, à moins que l'on ait 
B;= 0, pour tous les z, ce qui est aussi impossible car on en déduirait 
une relation linéaire entre les Rj, (7 varie dans la relation) et par suite, 
la même relation entre les Q,e". 

On démontre de la même manière que lorsque les fonctions /;(= ) 
satisfont à À relations de la forme (8), elles admettent » — A fonctions 
fondamentales au plus, de sorte que nous pouvons énoncer une pro- 
position analogue à celle contenue dans le théorème IV : 


THéorÈne IX. — Étant donné un système de » fonctions entières 1} 
18 
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il admet v combinaisons exceptionnelles homogènes à polynomes au 


_ plus. 
Lorsque i en sont primordiales, le nombre des fondamentales ne peut 


pas dépasser y — }. 


Un cas particulier remarquable correspond pour »—2. On a au 
plus deux combinaisons de la forme 


Rif, + Ri fi = 8 
R? f. AE R3 fa La: 
Or, cela montre que : 


Étant donnée une fonction méromorphe 


3 faits) 
rs) — — ’ 
oF J2(3) 


77° : . : Ri RF 
il lui correspond deux fractions rationnelles au plus, Ri? Re? telles que 
les équations 
i R2 
F(5)— —2?=0 F(3)-- ——o, 


R; k Ri 
admettent chacune un nombre fini de zéros. 


On retrouve ainsi l’une des extensions données par M. E. Borel au 
théorème de M. E. Picard. 


Les algébroides méromorphes peuvent encore admettre des valeurs 
exceptionnelles qui soient des polynomes. Citons comme exemple, 
Valgébroide définie par l'équation 


(a —A)(u— B)g,—(e«— C\iu- D)2=0. 


dans laquelle A, B, C, D sont des polynomes, tandis que g,, g, sont 


des fonctions fondamentales. L’algébroide u, définie par cette équation 
admet les quatre valeurs exceptionnelles polynomiales A, B,C, D ('). 


(1) Nous consacrerons un autre travail pour ces questions. 


ss 


hd. + 
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NOTION DE BORD D'UNE SURFACE 


Par M. J. FAVARD. 


Introduction. 


Grâce aux résultats acquis dans la théorie de la dimension, on a pu 
définir avec précision les ensembles de points qui méritent d’être 
appelés courbes, surfaces, etc. Mais si, comme en témoigne le livre 
de M. K. Menger ( Kurventheorie ), la théorie des courbes a pu s’enri- 
chir considérablement, la théorie des surfaces n’a pas eu un dévelop- 
pement comparable. 

La contribution que nous apporterons ici à cette dernière est bien 
modeste, car nos considérations ne débordent pas l’espace euclidien a 
trois dimensions et, si elles peuvent étre étendues a des espaces eucli- 
diens d’ordre supérieur, elles ne sauraient l’être aux espaces métriques 
compacts, car je ne fais pas uniquement appel à la notion de distance ; 
cependant on jugera peut-être que les problèmes traités ou posés ici, 
quoique particuliers, présentent quelque intérêt. 

Un problème de mesure m’ayant conduit à l’étude de la notion de 
bord d’une surface et de surface dont le bord est donné, je me suis 
appliqué à définir les ensembles de points qui méritent l’un de ces 
noms. 

Ann. Ec, Norm., (3), LIT. — Fasc. 4. 
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Pour ce faire, j'ai employé une notion d’enlacement, due à 
MM. Mazurkiewicz et Straszewicz('}, qui semble généraliser le mieux 
possible celle de couple de points séparés par un ensemble fermé 
(c’est-à-dire ne pouvant être joints par un chemin sans rencontrer 
l’ensemble). 

Un ensemble E borné et fermé de l’espace euclidien R, à trois dimen- 
sions et une courbe fermée de Jordan C sans point commun avec E, 
étant donnés, cette courbe est dite libre par rapport à E si, par une 
déformation continue, on peut, sans rencontrer E, la réduire à un 
point non situé sur E; dans le cas contraire, elle est dite enlacée avec E. 

Soient C une courbe et Eun ensemble enlacé avec elle, on démontre 
facilement qu'il existe au moins un ensemble fermé I., enlacé avec C, 
contenu dans E et irréductible. Un ensemble I. est parfait et sans point 
intérieur; il peut arriver qu’il soit punctiforme, mais alors il présente 
au moins la complexité de l’ensemble défini par M. Antoine. 

Soient E, un ensemble enlacé avec une courbe C, C’ une courbe que 
l’on peut déduire de C, sans rencontrer E,, par une déformation con- 
tinue, le degré de la correspondance entre C et la nouvelle courbe étant 
l'unité; un ensemble fermé sera dit K(E.) : 1° s'il contient E,; 2° s’il a 
au moins un point commun avec toute courbe C’ (exemple : un cube 
suffisamment grand). 

Un ensemble K(E,) contient toujours un ensemble irréductible S(E.) 
relativement aux propriétés 1° et 2°, l'ensemble S(E..)— E; n’a aucun 
point intérieur et l’ensemble de ses points de dimension 2 est dense 
sur lui; de plus l’ensemble 


est un continu qui ne contient pas toujours E,. 
Nous nous autorisons de ces résultats pour dire que, quand 


S(E.) — E. DE, 


, Ven in 

l’ensemble S(E.) est une surface ayant E, pour bord. Il en est ainsi 
pour des ensembles E, que j'appelle asymptotiquement simplement 
accessibles en chacun de leurs points. 


ne ie ins nn tiges sul sinh 4 Laisse 


(') loir les références dans le texte. 
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Les exemples que nous donnons montrent que notre notion satisfait 
aux conditions les plus simples que l’on était en droit d’exiger d’elle. 

D'ailleurs il ne faudrait pas croire que la notion de bord présente 
un intérêt seulement dans le cas où E, est un L., et nous démontrons 
existence d’un bord irréductible. 

Une remarque simple nous a permis de classer les ensembles S(E,) 
en deux catégories : les ensembles bilatéres (ou orientables) et les 
unilatères (ou non orientables), mais nous n’avons pas essayé de 
démontrer que notre classification est complete. 

Eafin, dans le Chapitre III, nous avons abordé, par notre méthode, 
l'étude de la notion de genre dans le cas le plus simple, en introduisant 
les ensembles que nous avons appelé feuilles : une feuille est un 
ensemble K(E.) qui, pour tout ensemble I situé sur lui et enlacable 
avec une courbe C’, contient un K(T.). 


CHAPITRE I. 


ENSEMBLES ENLACABLES. 


1. Suivant MM.S. Mazurkiewicz et S. Straszewicz ('), nous appelle- 
rons, dans l’espace euclidien R, à trois dimensions, courbe continue 
tout espace péanien, c’est-à-dire un ensemble de points obtenu en 
faisant correspondre, d’une façon continue, à tout point ¢ de l'inter- 
valle : a<¢<b, un point M(t) de cet espace; cette courbe sera 
dite fermée si M(a) coincide avec M(b). Nous appellerons ligne con- 
tinue tout espace péanien, c'est-à-dire l’image géométrique dans 
l’espace R, d’un segment de droite sans que soit précisée la correspon- 
dance entre un point du segment de droite et un point de cette image. 

Une ligne sera dite un arc simple s’il existe une correspondance 
entre le segment de droite et cette ligne qui soit une homéomorphie: 
ee Pr a) ts oe ene 


(1) S. Mazurgrewicz et S. Srraszewicz, Sur les coupures de l'espace (Fund Math, 
t. 9, p. 205 et 211). La notion d’enlacement développée au n° 2 est également due à ces 
auteurs ; elle est voisine de celle donnée par M. Lebesgue (C. R. Sead. Se., t. 152, 1917. 
p. 841) pour les courbes de Jordan. Deux courbes de Jordan enlacées suivant Ja défini- 
tion de M. Lebesgue le sont aussi suivant notre définition. 
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une ligne sera dite une ligne simple fermée s’il existe une correspon- 
dance entre le segment de droite et la ligne telle que la courbe corres- 
pondante soit fermée et que la relation M(t)—M(#) entraine soit 
t—1,soitt— a ett'—b ou l'inverse. : 


2. Soient E un ensemble borné fermé et C une courbe continue 
fermée M(t) sans point commun avec E; on dit que cette courbe est 
libre par rapport à E, si, par une déformation continue, on peut, sans 
rencontrer E, la réduire à un point non situé sur E. Cela veut dire que, 
dans ce cas, on peut trouver une fonction de deux variables M(¢, 7) 
continue dans a<t<6, oSr<x et telle que 

M(t, r)eR, — E, 
M(a,r)=M(8,7r), 
M(¢, 1) —=M(é), M(t, o)—=M, (point indépendant de ¢). 


Dans le cas contraire, la courbe C est dite enlacée avec E (‘), 

Une ligne sera dite libre par rapport a E si toutes les courbes con- 
tinues fermées dont elle est l’image sont libres par rapport à E; dans 
le cas contraire, elle sera dite enlacée avec E. 

Un ensemble E fermé est dit enlacable s’il existe une courbe con- 
tinue fermée enlacée avec lui. 

Une courbe continue fermée C’ | définie par la fonction M’(2)] sera 
dite déduite de C [définie par M(¢)] par déformation continue sans ren- 
contrer E, s'il est possible de déterminer une fonction M(t,r) continue 
et définie pour a<t<b, o<r<1 et telle que 


M(t, r)eR, — E, 
M(a,r)—=M(8,7r), 
M(t, 1)=M(¢), M(t,o)—M'(t); 


il est évident qu’alors C et C’ sont en même temps libres par rapport à E 
ou enlacées avec E. 

Soit C une courbe continue fermée, sans point commun avec E; on 
peut toujours, sans rencontrer E, la déformer en une courbe polygo- 
nale fermée + : il suffit pour cela de prendre pour x un polygone inscrit 
PR th a+ de ae dla moto 


Se NT Ac ara le Sais 5 
(1) Nous prendrons en général « =0, b=», de sorte que l’image d'une sur- 
face M(/, 7) dans le plan de coordonnées polaires (4,r) sera le cercle o <r<r, 


1.2 cel TO ET A à 
a : + cok 
ret 
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dans C dont les sommets correspondent à des points du segment a<t<b 
suffisamment rapprochés; la correspondance entre un côté de = et le 
segment dont il est l’image étant une homothétie et les trajectoires des 
différents points de C étant un segment de droite. De cette remarque 
suit, qu’au point de vue de l’enlacement, avec un ensemble E, on 
pourra se contenter d'examiner les polygones. 


3. Structure des ensembles enlaçables. — Soient E un ensemble 
enlacable et C une courbe continue fermée avec laquelle il est enlacé. 
Trois axes de coordonnées rectangulaires ayant été choisis, pavons 
l’espace au moyen d’un réseau de cubes de côtés a donné et d’arétes 
parallèles aux axes. 

Considérons l’ensemble fermé Q, formé des cubes et de leurs fron- 
tières qui contiennent au moins un point de E à leur intérieur ou sur 
leur frontière; cet ensemble est constitué par un nombre fini de cubes 
si, comme nous le supposons, l’ensemble E est borné et il peut, éven- 
tuellement, se décomposer en un nombre fini de domaines fermés 
disjoints. On peut prendre a assez petit pour que Q, n’ait aucun point 
commun avec C; sid désigne en effet la distance de C à E, il suffira de 


d 
prendre a< EX 
V 


Dans ces conditions, je dis que, lorsque C est extérieur a toutes les 
surfaces polyédrales extérieures qui limitent les divers domaines 
déterminés par Q,, parmi ces surfaces, il y en au moins une de genre 
supérieur à Zéro. 

Soit X une quelconque de ces surfaces; deux surfaces © peuvent 
avoir des points communs qui peuvent être soit des sommets isolés 
des cubes du réseau, soit des arêtes qui forment des lignes polygo- 
nales. 

Pour éviter cela nous enlèverons autour de chaque aréte commune 
à deux cubes seulement sans face commune un petit parallélépipède 
rectangle à base carrée d’arétes et de faces parallèles à celles des cubes 
de Q,; autour de chaque sommet commun à deux cubes seulement 


sans arête commune, un petit cube centré en ce point et d’arétes paral- 


lèles à celles des cubes Q,. 
Les nouvelles surfaces Ÿ ainsi obtenues sont sans point commun. 
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Pour arriver à notre résultat il suffit de considérer le cas où C est un 
polygone. Construisons alors une surface polyédrale M(z, r) de base C 
dont les points communs avec les surfaces © ne sont pas des sommets 
de ces surfaces ni des sommets de la surface M(¢, 7); nous supposerons 
de plus que les points communs d’une arête avec une surface &, s'ils 
existent, sontintérieurs aux faces des cubes Q, et qu'aucune face 
n’est parallèle aux directions des arêtes des surfaces £. Prenons sur C 
a=o et b—27, et considérons à présent le cercle (o<r<r) du plan 
(t,r) image de la surface M(t,r) et, dans ce cercle, la frontière du 
domaine contenant les points voisins du cercle 7 = 1 et les images de 
points extérieurs aux surfaces &. Cette frontière comprend, outre le 
cercle r—1, des courbes fermées de Jordan C; images de polygones 
situés sur les surfaces 2. Joignons un point a intérieur au domaine 
précédent à chacune de ces diverses courbes au moyen de chemins aa,, 
deux à deux sans autre point commun que a. Par déformation continue 
on peut, sans rencontrer E, réduire la courbe C à la courbe qui a pour 
image 


OU ES EE AE CRE 


qui, au point de vue géométrique, se compose de polygones fermés, 
ayant les C; pour images, situés sur les surfaces &, et de lignes joignant 
ces divers polygones entre eux (on peut d’ailleurs faire en sorte que 
les lignes précédentes soient polygonales). 

Supposons alors que toutes les surfaces © soient de genre zéro; on 
pourrait alors, sur chacune d'elles, réduire chaque polygone ayant pour 
image une courbe C; au point ayant pour image le point a; tout en 
laissant ce dernier fixe au cours de la déformation; puis on pourrait 
réduire l’arc ayant pour image aa; au point ayant pour image a. 

En définitive on pourrait réduire la courbe C à un point sans ren- 
contrer E, contrairement à l'hypothèse. 

Dans le cas où C est à l’intérieur d’une surface formée avec les 
cubes Q,, le raisonnement précédent est encore valable à condition 
d'appeler ¥ les surfaces qui limitent le domaine de R,—Q, où C est 
contenue. 

1. Soient C[M(#)] et C'[M'(0](0o£1£27) deux courbes qui ont un 
point commun correspondant aux valeurs 4 —0o et 1— 27 du para- 
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métre; nous appellerons produit 


GE CC 


NY. 


de ces deux courbes la courbe C’[M’(¢)] définie par 


M'(t)=M (22), 


St. 
Me ats 
Riot Sor. M"(t) = M'(2t— 27). 


Si les deux courbes C et C’ sont libres par rapport à un ensemble E, 
il en est de même de C”. Il suffit, pour le voir, de réduire simultané- 
ment les deux courbes à leur point commun en laissant celui-ci fixe. 
Considérons alors un ensemble E borné et fermé quelconque et 
cherchons à voir si E est enlacable ou non. 
Soient a une longueur quelconque, Q, l’ensemble des cubes 
construits comme précédemment, puis les ensembles de cubes Q,, 


Q,,...,Q,; on a évidemment 


»2 on 


E=[]Q.=lima,. 
on n>x Gn 
a 3 
D’après le numéro précédent, si E est enlacable, le même fait a lieu 
pour Q, a partir d'une certaine valeur de x et l’on peut trouver une 


courbe continue fermée C enlacée ‘avec tous les Q, à partir de cette 


on 


valeur. 
D’ailleurs il n’y a pas besoin de prendre une courbe C quelconque 


et de regarder si elle est enlacée avec E. Nous venons de voir en effet 
que si une courbe C est enlacée avec E, ilen est de même d’une courbe 
au moins située sur l’une des surfaces £, qui limitent les domaines 


de R, GE Q, . 

Or, toutes les courbes fermées situées sur une surface Ÿ, peuvent se 
déduire d’un nombre fini d’entre elles (les courbes fondamentales) 
par l'opération produit exposée ci-dessus; donc, si une courbe située 
sur une surface &, est enlacée avec E, il en est de même d’une courbe 


fondamentale, au moins de cette surface, d'après le résultat précédent 
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relatif au produit de deux courbes libres. Pour chacune des valeurs 
den, il suffira donc d’essayer un nombre fini de courbes; par suite, si 
E est enlacable, on le décélera en essayant un nombre fini mais non 
borné de courbes; si E n’est pas enlacable, il faudra, pour le voir, 
essayer, en plus, une infinité dénombrable de courbes. 

Les raisonnements précédents rendent vraisemblable le résultat 
suivant : si deux ensembles fermés disjoints ne sont pas enlacables, 
leur somme ne l’est pas non plus. 

Remarquons enfin que, pour qu’un ensemble E enlaçable contienne 
un continu, il faut et il suffit que le maximum des diamètres des sur- 
faces Z, ne tende pas vers zéro lorsque n augmente indéfiniment; si, 
au contraire, ce nombre tend vers zéro, l’ensemble est discontinu. 

Un ensemble plan enlaçable ne peut d’ailleurs pas être discontinu, 
car on pourrait prendre pour surfaces E, des surfaces de genre zéro à 
partir d’une valeur de 7 suffisamment grande. 


5. Il y aurait lieu maintenant de donner une méthode générale 
pour résoudre le problème suivant : un ensemble E et une courbe C 
étant donnés, reconnaitre si la courbe C est enlacée avec E ou non. 

Comme C est également enlacé avec Q,, à partir d’une certaine 


valeur de n, si elle l’est avec E et que cette condition est nécessaire et 
suffisante pour que C soit enlacée avec E, ainsi qu'il ressort d’un 
résultat que nous établirons au numéro suivant, alors que si C 
n'est pas enlacé avec E, elle ne l’est pas non plus avec un Q,, il n'y 


aurait lieu de donner une solution du problème proposé que dans le 
cas où E est un ensemble de cubes. 

Mais cette simplification du problème est purement apparente, 
semble-t-il, et le problème de la recherche du groupe des courbes 
libres par rapport à un ensemble E reste entier ('). 

Nous nous bornerons à démontrer le résultat suivant : 

Soit E un ensemble borné situé dans un plan x et qui coupe celui-ci 


(') Le problème réduit que nous venons de poser semble d'ailleurs assez difficile, ainsi 
qu'en témoigne la théorie du jeu mathématique appelé baguenaulier : chaque fois qu'on 
ajoute un anne ate baguenaudier. le nombre des opérations à faire pour libérer la tige 
est approximativement doublé, 


eit eas 


" 

= 

om 
x 
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entre les deux points P et Q, je dis que le cercle de diamètre PQ et 
situé dans un plan perpendiculaire à x est enlacé avec E. Soit en effet 
une surface définie par une fonction M(t, r) continue et définie 
o£i£27, o<rs1, telle que M(t, 1) représente le cercle en question 
avec 

Mi(c,4};=P; M(x, 1)=Q, M(o, 7) = M(a27,r) 


>) 


le point M(4, 1) étant celui dont l’abscisse curviligne comptée à partir 
D 
de P, et dans un sens choisi, est Pl nous supposerons de plus 


que 
M(4,0)—M,, 


le point M, n'étant pas situé dans le plan =, ce qu’on peut toujours 
réaliser. 

Notre résultat revient à la démonstration du fait que l’intersection 
de la surface M(t, r) avec le plan x a un point sur E, et pour cela il 
suffit de montrer que l'intersection en question contient un continu 
auquel appartiennent les points P et Q. 

Pour prouver cela nous allons suivre une méthode due a MM. Mazur- 
kiewicz et Straszewicz (loc. cit.). Ayant repéré les points d’un plan 


auxiliaire & au moyen de coordonnées polaires 9, w (oSwS27), nous 


ferons correspondre à tout point m de coordonnées p, w de ce plan un 
point /(m) de R, de la façon suivante : | 


f(m)=M(@,9) + pour o<p<i, 


som) =M(o,-) pour p>1; 


la fonction f(m) est continue. Le cercle M(¢, 1) est l’image du cercle 
r=1 du plan @ et les points P et Q sont les images des points 
p(® =0, r=1) et q(w=7, r=r) de ce cercle; les points M(7, 7) 
avec r<1 sont les images de deux points m du plan. Les points 
communs à M(t, r) et à x forment un ensemble fermé qui contient P 
et Q; ils sont donc l’image d’un ensemble F fermé et borné de points 
de & qui contient p et q. 

Soient a et b deux points du cercie r—1 séparés sur ce cercle par 
les points p et q, je dis que F coupe le plan entre a et b; s'il n’en était 


9 
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pas ainsi, en effet, on pourrait trouver un continu contenant a et b et 
sans point commun avec F. 

L'image de ce continu serait un continu de la surface M(£, 7) conte- 
nant les images A et B, de a et de b et ne rencontrant pas 7; mais cela 
est impossible puisque les deux points A et B sont situés de part et 
d’autre de =. 

De là suit que l'ensemble F contient une coupure irréductible 
S(a, b) entre les points a et b, et S(a, b) est un continu qui contient à 
la fois p et g (car, si cela n’était pas, on pourrait joindre a et b par un 
arc du cercler=1). 

Alors, puisque la fonction f(m) est continue, l'image de S(a, b) 
est un continu.qui contient P et Q : c’est ce que nous voulions établir. 


6. Soit C une courbe fermée; un ensemble fermé avec lequel elle 
est enlacée sera désigné par E,; un E, sera dit trréductible si aucun de 
ses vrais sous-ensembles fermés n’est enlacé avec C et, dans ce cas, 
sera désigné par I.. 

Nous allons montrer que tout ensemble E, contient au moins un J... 

La méthode que nous emploierons, et qui a déjà servi à maints 
auteurs, est celle exposée par Janiszewski (') dans sa Thèse; nous éta- 
blirons d’abord le lemme suivant : 


Lemme. — Sotent C une courbe fermée et E,, E,, ...,Æ,, ... une suite 
d’ensembles fermés E tels que 


Bei > Baek 


E — Il E, 


l’ensemble 


est un KK... 


On sait, tout d’abord, que l’ensemble E est fermé; ensuite si C était 
libre par rapport à E, on pourrait trouver une surface M(t, r), définie 


(') S. JANISZEWSKkI, Sur les continus irréductibles entre deux points (Journal Ecole 
) P tions LUS ; ie - a Es ak Mn x 
Polrt., 2° série, 16° cahier, 1912, p. 109 et suiv.). La démonstration est d’ailleurs due à 
M. Mazurkiewiez, ainsi que Janiszewski l'annonce en note, Un énoncé général se trouve 
dans K. MENGER, Dimensionstheorie, p. 69. 


Xe ew ww LE 
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comme au n° 2, et qui n'aurait aucun point commun avec E. Or cette 
surface, constituant un ensemble fermé de points, serait à une distance 
positive ¢ de E. 

Mais on sait, d'autre part, que, quel que soit le nombre ¢ positif, 
tous les points de E, sont à une distance de E moindre que €, à partir 
d’une certaine valeur de n. En choisissant € <¢ nous concluons de la 
que M(£,r) est à une distance positive de E, lorsque 7 est suffisamment 
grand, ce qui veut dire que C est libre par rapport à E, contrairement 
à l’hypothèse. 

Définissons à présent l'opération /,(&), où & désigne un E,. Soit & 
un cube de côtés parallèle à des axes rectangulaires bien choisis de R, 
et contenant & à son intérieur, désignons par a son aréte; soit 2, l’en- 


- n 
semble des 8” cubes obtenus en divisant 2 par des plans équidistants 
parallèles aux plans de coordonnées; numérotons-les de 1 à 8” suivant 
une loi quelconque et désignons par £Ÿ l’ensemble des points de & 
situés à l’intérieur du cube d'indice ¢. 

Nous posons — 


6° == 6, 
puis 
Gls Gi pur si | 6 — P+!) est un EK, 
et : 
&'+!'= & dans le cas contraire; 
enfin nous définissons 
fa(6) = 60. 


Soit alors E, un E, quelconque, formons la suite d’ensembles E, en 
posant Tr 
Bas fi ( Es IF 


les opérations /, étant faites dans un même cube 2 contenant E,. 
Tout E, est un E, et de plus E, )E,.,; donc, d’après le lemme pré- 
cédent, l’ensemble 
Lie i | Tes, 
1 


estun E,; je dis que c’est, de plus, un I... En effet, si cela n’était pas, on 
pourrait supprimer de l’ensemble E, en choisissant convenablement n, 
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tout un ensemble non vide comprenant les points de E intérieurs à un 
cube de l’ensemble 2,, et l’ensemble restant serait encore un E,. Mais 


n 
alors, de l’ensemble E,, qui contient E, on pourrait aussi supprimer 
les points intérieurs à ce cube, ce qui est contraire à la définition 
deE,. 


7. Structure des ensembles I. — A ce sujet nous démontrerons 
d'abord le résultat suivant : tout ensemble fermé enlaçable irréductible 
par rapport à une courbe fermée est par fait. 

Cela revient à montrer qu’un ensemble I. ne comprend pas de point 
isolé. 

Supposons au contraire qu’un ensemble enlacable I, irréductible 
par rapport à une courbe C, contienne un point P isolé; la courbe C ne 
serait pas enlacée avec l’ensemble fermé I.— P, de sorte que l’on 
pourrait trouver une surface M(t, r), définie comme au n° 2, et telle 
que 


() M(é,r).(1.-— P)=0, 


mais, d’autre part, la courbe C étant enlacée avec I., on a 


M(t, r).L. 0; 
de la 
Mitr). i.sbe 


Le continu péanien M(¢, 7) peut contenir le point P comme point 
intérieur, mais il existe, en vertu de (1), une sphère Y de centre P, 
sans point commun avec I.—P, et dont les points n’appartiennent 
pas tous à M(Z, r). 

Soit O un tel point : tous les points intérieurs à une sphère 5 de 
centre ce point n’appartiennent également pas à M(t, r). Prenons 
pour axe des 3 le diamètre de = passant par O et dirigé de O vers P, 


soient R le rayon de et 0 l'angle que fait un vecteur OM, M désignant 
un point courant de l’espace, avec Os (oS 0<7z). 
A partir de M(4, 7) nous allons définir une autre surface N(t, r). 
Supposons d'abord qu'aucun point de C ne soit à l’intérieur de Y: 
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au point M(t, 7) nous faisons correspondre le point N(4,r) par la règle 
suivante : 


1° Si M(t, r) n’est pas à l’intérieur de £ on posera 


NL 'r) = ME Tr) 


2° Si M(t, r) est intérieur à Ë nous lui ferons correspondre le point 
N(t,r) de tel que les trois points O, M, N soient alignés ; c’est-à-dire 
que N sera défini par 
— 
OM 


TOM] 2Rcos4. 


mein 
ON 
La fonction N(t, r) est définie dans le même domaine que M(t, r) 
et, comme on le voit sans peine, l'existence de la sphère 5 assure sa 
continuité. On a, de plus, 
N(a;ri=N{b,ri 
Nigro) = Ny (image de M,). 


SiC a des points a l’intérieur de S, nous ferons d’abord remarquer 
que si un ensemble est un L,, il est également un I. relativement a 


_ toute courbe C' déduite de C par déformation continue sans le rencon- 


trer, et cela nous permet, comme nous l'avons déjà montré, de nous 
borner au cas où C est une courbe polygonale. Cela étant, on choisira 
d’abord le point O tel que les demi-droites qui portent les vecteurs 
joignant O aux points de C ne passent pas par P, ce qui est toujours 
possible car l'ensemble des points qui jouissent de la propriété prece- 
dente est dense partout sur la sphère. 

Dans la construction de N(¢, r), pour simplifier l'exposition, nous 
ferons cette fois-ci varier r de o à 2. 

1° Pour 1<r<2 et à un point de C, soit M(t, 1), non intérieur à 2, 
on fera correspondre le point N(¢, 7) = M(t, 7); à un point M(t, 1) 
intérieur aE, on fera correspondre le point N(4,r) aligné avec lui et 
défini par 


—— 
ee = )M 
ON =(r —1)OM + (2 —7) OM] 2R cos); 
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La fonction N(¢,r) est définie et continue ici pour (a<t<b;o<r£<2) 


et l’on a 
Nita; TIENTOTrE 


Nid, nb = NS (image de M,). * 


Dans les deux cas la surface N(¢, r) que nous venons de définir à 
partir de C n’a aucun point intérieur à Ë et n’a pas non plus de point 
commun avec I,— P; il suit de là que la courbe C n’est pas enlacée 
avec [. contrairement à l'hypothèse. 

Un ensemble 1, ne comprend pas non plus de points intérieurs. En 
effet, si un point P est intérieur à un E,, on peut trouver une sphère & 
de centre P et dont tous les points, intérieurs et frontières appar- 
tiennent à E.. Soit & l'ensemble des points intérieurs à X, l’ensemble 
fermé E. — & est un E, car, dans le cas contraire, on pourrait trouver 
une surface M(t, r) telle que 


(2) M(t, 7)[E.— @]=0, 


avec, par hypothése 
a 1 M(t, 7) EE. 0; 


de la 
Mur) Eos M(t, re. 


Donc le continu M(t, r) aurait donc des points extérieurs à ¥ et des 
points intérieurs 4X; il en aurait aussi sur © contrairement à (2). 

Ce raisonnement nous montre aussi que si un I, contient une cou- 
pure de l’espace, tous les points de I, qui ne font pas partie de cette 
coupure sont situés dans le domaine qui contient C (il suffit de 
désigner par & l’ensemble des points de E, situés dans des domaines 
autres que le précédent). 


8. Comme nous l'avons fait précédemment, enfermons un I, dans 
un ensemble de cubes Q, et prenons a assez petit pour que Q, soit 
étranger aC. Soit £ l'ensemble des surfaces qui limitent le domaine 
de R, —Q, où se trouve la courbe C : toutes ces surfaces sont de genre 
au moins égal à un. En effet, le raisonnement effectué pour établir 
qu'un [. est parfait nous montre également que toute sphère con- 
tenant des points de I, à son intérieur et à son extérieur en possède 


——— 
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nit | à je 
* RASE 


également sur sa frontière. Or, d’après un résultat de M. Alexander ("), 
l’intérieur de toute surface polyédrale fermée sans point double du 
genre zéro est homéomorphe à l’intérieur d'une sphère. D'ailleurs, 
si l’on évite les surfaces qui ont des points intérieurs, on peut utiliser 
le raisonnement du n° 3 et l’on a ainsi une nouvelle démonstration 
du fait que I. est parfait. 

Un ensemble I, discontinu au voisinage de l’un de ses points, et, par 
suite, localement homéomorphe à l’ensemble triadique de Cantor, est 
donc tel que l’homéomorphie ne peut s'étendre à aucun voisinage de 
l’espace ; les surfaces qui servent à définir cet ensemble étant de genre 
au moins égal à 1, au voisinage de ce point, cet ensemble présente 
donc, au moins, la complexité de celui défini par M. Antoine (*) 
(d’ailleurs l’ensemble de M. Antoine est enlaçable par rapport à un 
parallèle du premier tore de définition). 

Pour donner un exemple, cherchons quels sont les ensembles LE. 
situés dans un plan 7, C désignant un cercle coupant 7 en P et Q et 
dont le plan est perpendiculaire à = (vorr n° 5). Il est immédiat que si 
un ensemble fermé ne coupe pas = entre P et Q, C n’est pas enlacée 
avec cet ensemble; mais, au contraire, si cet ensemble coupe = entre 
P et Q, nous avons montré au n° 5 que cet ensemble est enlacé avec C. 
I, doit donc être une coupure de = entre P et Q et, d’après la définition 
de I., ce doit être une coupure irréductible entre P et Q: cette condi- 
tion est également suffisante. 

Ainsi une coupure de = sera un I. pour tous les cercles C qui 
coupent + en deux points P et Q qui appartiennent à deux domaines 
principaux différents déterminés par cette coupure. Lorsque cette 
coupure détermine plus de deux domaines principaux, alors elle est 
un I, relativement à des cercles C qui ne peuvent pas tous se déduire 
de l’un d’eux pour déformation continue sans rencontrer cette coupure. 


9. Accessibilité. — Soient maintenant P un point quelconque d'un 
ensemble I, et A un domaine entourant P; on peut trouver, puisque I. 


oo RET ————— 


(1) J. W. ALEXANDER, Proc. Vat. fead. of Sci. L 10. 192$. p. 6-8. 
(2) L. ANTOINE, Sur l'homéomorphie de deur figures et de leurs volsinages Cour 
de Math.. t. 4. 1921, p. 317 et suiv.). 
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est irréductible, une surface MA(t, r) (oS tS 27; oSrSr) de base C et 
telle que ; 
Ma(t,r).1.C A, 
et ceci si faible que soit le diamétre du domaine A. 

Il semble normal, à première vue, de dire que le point P est acces- 
sible s’il est possible de trouver une surface M,(¢, r) telle que 


Mp(é, i) Les P. 


mais, au vu de certains exemples, ilest plus avantageux d'employer la 
définition suivante : 

Un point P sera dit simplement accessible si, parmi les surfaces 
M,(t, r), on peut en trouver d’autres telles que le point P soit l’image 
d’un seul point p du plan (4, r), tandis qu’il y a homéomorphie entre 
un voisinage contenant le point P de la surface M,(£, 7) et un voisi- 
nage contenant le point p du plan des (t,r). Un point P sera dit 
asymptotiquement simplement accessible si, quel que soit le domaine 
A contenant P, on peut trouver une surface My(¢, r) telle que les 
images des points communs à M, et à [. dans le plan (4, r) puissent 
être mis dans un domaine limité par un seul cercle, domaine qui est 
l'image dans l’espace d’un ensemble de points intérieurs à A. 

On peut définir de mème des accessibilités (ou des accessibilités 
asymptotiques) d'ordre supérieur : par exemple au point P sera dit 
accessible d'ordre » au plus si, parmi les surfaces M,(t, r), on peut 
en trouver d’autres telles que le point P soit l’image de 7 points p; 
(ë—1,2,...)au plus du plan (¢, 7), tandis qu'il y a homéomorphie 
entre un voisinage contenant le point p; et son image dans M, (4, r); 
P sera dit accessible d'ordre » s'il est accessible d'ordre n au plus 
sans l’être d'ordre n — # (#21) au plus. 


10. Exemples. — 1° Soit G la frontière commune à deux domaines 
non vides D, et D,, M, un point intérieur à D,, M, un point intérieur 
à D,, P, et P, deux points de G. Nous allons d’abord montrer que G est 
un continu en établissant qu’il existe sur G un continu passant par P, 
et P,, ce qui fournira un complément connu à un résultat de 
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L. E. J. Brouwer (') en mème temps qu’une démonstration nouvelle du 
résultat obtenu par cet auteur. 

De P, et de P, comme centres traçons deux sphères 5, et 5: suffi- 
samment petites pour être extérieures l’une à l’autre et pour ne com- 
prendre à leur intérieur ni M, ni M,. Traçons deux chemins (polygo- 
naux par exemple) partant de M,(de M,) et allant respectivement à 
l'intérieur de o, et de 5, sans rencontrer G : soient M,N! et M,N, 
(M, N? et M,N;). Joignons N_ et N° à l'intérieur de 5, par un chemin 
polygonal et de même N; et N; à l'intérieur de 5. 

Soit C la courbe 

MN! + NEN? + N2M,+ M.N3 NN! 


et M(t, r) une surface ayant C pour base. Soient (r=1, ¢=0) et 
(rar, t=) les images respectives des points M, et M; dans le 
plan (4, 7). 

En procédant comme au n° 5 on voit que, dans le plan (4,r), les 
images des points communs à G et à M(t, r) contiennent un continu 
séparant les points images de M, et de M, et ayant, par suite, des 
points sur chacune des demi-circonférences joignant ces images. Il 


_suit de là que cet ensemble est l’image d’un continu, situé sur G, et 


ayant des points sur les arcs N'N? et N;Nj, car ce sont les seuls arcs 
de C qui ont des points communs avec G. 

Il existe done sur G un continu l allant d’un point intérieur à 5,, à 
un point intérieur à oj. Pour arriver au résultat que nous avons en 
vue, considérons une suite de sphères o/ et 5/(R==1, 2,.. es 
centrées respectivement en P, et en P,, et dont les rayons tendent vers 
zéro lorsque n augmente indéfiniment. A chaque couple de spheres 
correspond un continu PF" qui a des points dans 7," et 5"; d’après le 
lemme de Zoretti, l'ensemble d’accumulation des continus [" est 
done un continu passant par P, et P, et situé sur G puisqu'il en est 
ainsi de tous les "et que G est fermé (°). 

Considérons d’autre part l'ensemble E des points communs à Gret à 51. 


(1) L.E.J. BROUWER, Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets (Math. Annal.. 


A 71. sgr1, p. 305 à 313). 


(2) Remarquons que cette démonstration est également yalable dans un espace eucli- 
dien d'ordre n( > 3) et démontrons, en passant, que si la frontière commune G à deux 
domaines non vides est un continu péanien (ou de Jordan) elle est un continu cyelique. 
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je dis que cet ensemble est enlacé avec C. En effet le continu F', situé 
sur G, a des points intérieurs à 7, et des points extérieurs à 5, (Ceux 
qui sont intérieurs à 5); ila done au moins un point sur la surface 
de 5,, c’est-à-dire au moins un point commun avec E, ce que nous 
voulions démontrer. Le mème raisonnement prouve que toute coupure 
de G entre les points P, et P, et leurs voisinages est un E,. On montre 
aussi que les courbes C"(n21) sont enlacées avec ce même ensemble 
(voir à ce sujet le raisonnement fait au Chapitre I, n° 6 bcs). 


» Soient A, et A, deux continus, leur somme A, + A, est enlacable 
si l'ensemble A, A, n’est pas connexe [c’est la généralisation d’un 
théorème de Janiszewski (') sur les coupures du plan]. 

D'après l'hypothèse relative à A, A. on peut déterminer une surface 
polyédrale S ne contenant aucun point de A,A, mais séparant les 
points de cet ensemble. Soient alors p un point de A, A, d’ordre impair 
par rapport à S et g un point d’ordre pair. Les deux ensembles SA, 
et SA, n'ayant aucun point commun sont à une distance positive l’un 
de l’autre, on peut donc déterminer sur S un nombre fini de courbes C 
(des polygones) qui séparent sur S les points de ces deux ensembles. 

Je dis que l’une au moins des courbes C est enlacée avec l’ensemble 
A, + Ay. Si cela n’était pas on pourrait en effet réduire chacune de ces 
courbes à un point sans rencontrer A, + A,; en remplaçant alors 
chaque domaine de S contenant des points de SA, par les surfaces (ou 
la surface) ayant pour bases les courbes qui le limitent, on obtiendrait 
une nouvelle surface de Jordan orientable S’. 


c'est-à-dire que, quel que soit le point P de G (différent de P; et de Ps) il existe sur G un 
continu allant de Py; à P; sans passer par P. 

Les notations étant les mêmes que précédemment, et P étant extérieur aux spheres 3, 
el sy, on peul, d'après ce que nous avons vu précédemment, trouver une surface M(4, 7) 
ne passant pas par P. Le continu FP ne contient done pas le point P mais deux points inté- 
rieurs à 3, et à gy; ces deux points peuvent être joints respectivement à P, et APs par 
des continus situés dans des sphères X, et My centrées ea P, et Ps et dont les tavous 
lendent vers zéro aver ceux de 3, et de 3, puisque. G étant péanien, est localement con— 
hexe en chaque point. 

Pour obtenir notre résultat il suffit done de choisir les sphères 3, el 3: assez petites 
pour qu'aucune des sphères 2; et Ly ne contienne le point P, 

(1) S. Jaxiszewskr, Sur les coupures faites par les continus : Pruce, Mat. Fis. Vur- 
sovle, |. 26, 1915). 
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Les ordres des points p et g par rapport à S’ sont égaux puisque le 
continu A, qui les contient n’a pas de point commun avec S'; mais 
d'autre part en allant de p aq selon une ligne suffisamment voisine 
de A, pour ne rencontrer niles surfaces ayant pour bases les courbes C, 
ni les domaines de S déterminés par ces courbes et qui contiennent 
SA,, on trouve un nombre impair de croisements avec S puisque les 
ordres de p et g par rapport aS ne sont pas de même parité. De [à on 
conclut que les ordres de p et de q par rapport à S' ne sont pas de 
même parité et nous obtenons une contradiction : l’une des courbes C 
est donc enlacée avec A, + Ag. 


3° Donnons à présent un exemple d’un ensemble enlacable irréduc- 
tible L. qui contient une coupure de l’espace. 

Considérons une sphère S de centre O et soit = l’un de ses plans 
équatoriaux. A partir de O traçons un arc de courbe analytique dont 
tous les points, sauf O, sont intérieurs à l’un des hémisphères déter- 
minés par 7, admettant la surface de cet hémisphère comme continu 
de condensation, mais n’admettant pas d’autre continu de condensa- 
tion ni d’autre point d’accumulation et ayant pour tangente en O la 
normale à =. Complétons par symétrie par rapport à 7; l'ensemble I. 
sera constitué par la surface de la sphère et les deux ares analytiques 
symétriques par rapport à = que nous venons de construire si l’on 
prend pour courbe C une circonférence située dans 7, centrée en O et 
de rayon plus petit que celui de la sphère. 


4° Soient, dans R,, Oxy trois axes de coordonnées rectangulaires, 
Ll, une circonférence du plan ay centrée sur Oy, et dont tous les 
points appartiennent au demi-plan y2'o, I’, une circonférence du plan 
des yz, centrée sur Oy, et dont tous les points appartiennent au demi- 
plan ySo. Soient «, et 3, deux points du plan xy intérieurs al’, %, 
d’abscisse positive, 3, d’abscisse négative; æ, et 3, deux points du 
plan ys intérieurs à F,, % de cote positive, 5, de cote négative. En 
joignant x, et 3, à x et à 3, par des segments de droites, nous obtenons 
un quadrilatère %,%8,3.%, que nous prendrons pour courbe C en le 
paramétrant suivant un ordre cyclique naturel. 

Je dis que l'ensemble, +I, est un L. Il est d’abord facile de voir 
que si l’on supprime une partie de F,, ou de T,, la courbe C ne sera 
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plus enlacée avec l’ensemble restant; pour compléter notre démons- 
tration il suffit donc de prouver que, pour toute surface M(t, r) ayant C 
pour base, ona 


M(t,r) (Tl, +I] <0. 
Supposons en effet que le contraire ait lieu pour une surface M(t, r) 
bien choisie; les points «, et 3, étant séparés par le plan yz il existe, 
d’après ce que nous venons de montrer (premier exemple), un continu 
commun à la surface M(4,r) et au plan yz passant par les points a, 
et B. Les points a, et 8, étant intérieurs à I, ce continu serait tout 
entier intérieur aT,, d’après l'hypothèse faite sur M(t, 7), et il aurait 
pour image dans le plan (4, 7) un continu passant par les image- de 2» 
et de B, et séparant les images de a, et de 3. Cela voudrait dire que 


“A 


cd 


tout continu, situé sur M(4, r) et allant de , à 3,, devrait rencontrer 
le continu précédent; il devrait done en être ainsi du continu situé 
dans le plan des ay, mais ce dernier estintérieur aT’, et nous arrivons 
a une contradiction. 

Nous ne nous arréterons pas aux généralisations faciles de cet 
exemple que nous avons donné afin de montrer qu'un ensemble I, peut 
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être la somme de plusieurs continus enlacables; de plus, ces deux 
continus sont ici des courbes de Jordan non enlacées. 


5 Nous avons déjà fait remarquer que deux courbes fermées de 
Jordan enlacées au sens de M. Lebesgue le sont aussi à notre sens. Le 
résultat de M. Brouwer relatifau coefficient d’enlacement nous permet 
de dire plus généralement que deux courbes de Jordan sont enlacées, 
selon notre définition, si leur coefficient d’enlacement n’est pas nul et, 
dans ces conditions, il y a réciprocité, c’est-à-dire que si C, est enlacee 
avec Co, alors C, est enlacée avec Cui 

Soient deux lignes fermées simples de Jordan J, et J., nous dirons 
que J, est enlacée avec J, (ou non enlacée) si la courbe obtenue en 
paramétrant J, suivant un ordre naturel est enlacée avec J, suivant 
notre définition: mais alors nous allons voir que la réciprocité n’est 
plus ici une régle. | 

Reprenons pour cela l’ensemble parfait discontinu P de M. Antoine, 
ensemble dont nous donnerons une définition succincte, renvoyant 
pour plus de précisions au n° 78 de la Thèse de M. Antoine. P est 
l’ensemble des points communs à une infinité de tores : tout l’ensemble 
est intérieur à un seul tore que nous appellerons tore d'ordre 1; les 
tores d'ordre supérieur sont définis comme suit : un tore d'ordre 
(> 1) contient a son intérieur & tores égaux d'ordre À + 1 enlaces 
comme les anneaux d’une chaine fermée entourant l’axe du tore 
d'ordre À considéré. 

Un méridien M du tore d'ordre 1 est enlacé avec P suivant notre 
définition. Il suffit, pour le voir, d'apporter quelques modifications au 
raisonnement que M. Antoine emploie pour montrer que si une sur- 
face ayant M pour base ne coupe pas les tores d’ordre À, on peut en 
déduire une autre de même base ne coupant pas les tores d'ordre À — 1. 
Supposons & pair et considérons un tore d'ordre À — 1, numérotons 
les tores d'ordre À qu'il contient de 1 à k de façon que deux tores con- 
sécutifs soient enlacés, ce qui veut dire que les cercles lieux des 
centres de leurs méridiens sont enlacés. Soit Ls; le cercle limité par la 
circonférence C.; lieu des centres des méridiens du tore de numéro 21, 
niet Angles points d’intersection de Ly; avec G:5 et Coca je-dis 
que si l’on peut construire une surface S de base M ne rencontrant 
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pas les tores d’ordre x, donc ne rencontrant pas les cercles C, on peut 
en construire une autre X,; de même base et telle que les deux points 
A, et Ay; puissent être joints dans L,; sans rencontrer Das 

Remplacons d’abord la surface S par une surface polyédrale sufli- 
samment voisine L’ ne rencontrant aucun tore d’ordre À et n'ayant 
aucun sommet dans le plan de L;;. 

Soit r un polygone fermé, intersection de S’ avec le plan L;; qui, 
dans le cercle du plan (4, r) image de S’, a pour image une courbe de 
Jordan simple : toute l'intersection de S' et de l’intérieur de L,; se 
compose de tels polygones. L'ordre de chacun des points A.;, et Ag; 
par rapport à x est nul, car = peut se déduire de I par déformation 
sans rencontrer ni C,,_, ni C,;, et l’ordre de chacun de ces points par 
rapport à x est le coefficient d’enlacement de M avec C.;_, ou C:;.,; or 
chacun de ces coefficients est nul. On peut réduire 7 à zéro dans Ly; 
sans rencontrer ni À; ni A,; en construisant une surface polyédrale 
de base x et dont tous les points sont dans L,;. Les points voisins de 
l’image de x dans le plan (¢, r) et situés à l’intérieur de eette image 
sont tous du même côté de L,,;. 

Coupons de ce côté S’ par un plan parallèle à celui de L,;, suffisam- 
ment voisin de celui-ci pour que la section de S’ voisine de + puisse se 
réduire à zéro sans rencontrer les cercles C,; , et C.;., : c’est possible 
en vertu des remarques faites sur x. 

En procédant de la même facon pour tous les polygones + nous 
obtenons une surface Æ,; qui n’a aucun point commun avec L,; : à 
partir de là on peut reprendre la démonstration de M. Antoine. 

Venons maintenant à l'exemple annoncé. Comme ligne J, nous 
prendrons un cercle extérieur du tore d’ordre 1 et enlacé avec lui. 
Quant a la ligne J,, elle sera la somme de deux arcs ayant leurs extré- 
mités sur le tore d’ordre 1, l’un contenant P, l’autre tracé sur la sur- 
face du tore. 

Par déformation on peut réduire le premier arc à une ligne polygo- 
nale dont tous les points, sauf les extrémités, sont intérieurs au tore: 
le deuxiéme are constituant J, sera alors choisi de facon que J, puisse 
se réduire à zéro sans sortir du tore. Ainsi la ligne J, n’est pas enlacée 


avec l’ensemble J,, tandis qu'au contraire la ligne J, est enlacée 
avec J,. 
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CHAPITRE I. 


LES SURFACES. 


|. Ensembles K(E,). — Soit C une courbe de Jordan enlacée avec 
un ensemble E, fermé et borné; nous avons déjà remarqué que toute 
courbe C! déduite de C sans rencontrer E, est enlacée avec E.. 

Ceci rappelé, un ensemble fermé sera dit K(E,) quand il possédera 
les deux propriétés suivantes : 


1° Il contiendra E, : 
KE) DE; 


9° fl aura au moins un point commun avec toute courbe ( : 
CANRAE 0) 


Il existe des ensembles K(E,.); des exemples en sont fournis par des 
cubes ou des sphères suffisamment grands pour contenir l’ensembleE,, 
en vertu du raisonnement fait au n° 7 (Chap. I). 


2. Dès à présent, je fais remarquer l’analogie entre la définition des 
ensembles K(E,) et celle des continus : un continu plan, par exemple, 
est tel que toute courbe fermée simple de Jordan, contenant des points 
du continu à son intérieur et à son extérieur, a au moins un point com- 
mun avec le continu. 

Cette analogie n’est pas purement formelle comme on le voit tout de 
suite et elle est susceptible de fournir des résultats relatifs aux K(E..). 
Démontrons, par-exemple, un théorème analogue à celui de Zoretti (") 
relatif aux continus. 


Tuéorème. — Sovent C une courbe de Jordan fermée et | K | une famille 
infinie d'ensembles fermés.untformément bornés (c'est-à-dire tous con- 
tenus dans un méme cube). Supposons que sur une in finité d’ensembles K 
eee ee —— —— "—""—" ————— 

(1) L. Zonurri, Un théorème de lu théorie des ensembles (Bull, Soc, math. 37, 


1909, p. 116-119). 


202 J. FAVARD. 


de la famille existe un ensemble KE, tel que l'ensemble K correspondant 
soit un K(E,); st la borne inférieure des distances de la courbe C aux 
ensembles de la famille | E, | est positive, alors : 

° L'ensemble d accumulation des ensembles de la famille | E,} est 


un a 
> L'ensemble d’accumulation des ensembles de la famille | Kj} est un 


K(G,). 


Tout d’abord les ensembles dont il est question dans l'énoncé sont 
évidemment bornés et fermés. Ensuite, nous remarquerons que 
l’ensemble & n'a pas de point commun avec C en vertu de nos hypo- 
thèses; c’est de plus un &,, car toute surface ayant C pour base a, au 
moins, un point commun avec tout ensemble de la famille {E, }. Puis- 
qu'il v a une infinité d’ensembles E,, ces points admettent au moins 
un point d’accumulation situé, par suite, sur &,, et aussi sur la surface 
en question, puisque celle-ci est un ensemble fermé. 

En second lieu, toute courbe C’ déduite de C par déformation con- 
tinue sans rencontrer & peut également se déduire de C sans 
rencontrer presque tous les AL de la famille {E. }; la courbe C’ 
a done des points communs avec une infinité d’ensembles de la 
famille {K |, elle en a done également au moins un avec leur ensemble 
d’accumulation. 

Une conséquence immédiate du résultat précédent est le lemme 
suivant, que l’on peut également établir par les considérations déve- 
loppées au n° 6 (Chap. 1): 


Lemme. — Sovent C une courbe de Jordan enlacée avec un ensemble E. 
et K,, Ky, ..., K,, ... une suite infinie d’ensembles fermés et bornés 
qui sont tous des K(E,.); si l'on a 

‘ Ngo) Bare 1s 
l’ensemble 


pre 


est également un K(E.). 


3. Pour préciser la structure des ensembles K(E,), montrons que 
sur tout ensemble de cette sorte existe un continu. 


NOTION DE BORD D’UNE SURFACE. 293 


Soit en effet M(t, r) une surface ayant C pour base (oStS2n, 
oorst): 
Miz; vS=G, M(o,7r)=M(27,1r), M(t,0)=M,: 


faisons alors correspondre A tout point m de coordonnées polaires ¢ 
et w situé dans un plan & et tel que oS¢ Sr, un point f(m) de R; par 


la formule ‘i 
f(m)= Mo, 9). 


Désignons par & l'ensemble des points m dont les images appar- 

tiennent à K(E.); cet ensemble est fermé et contient l’ensemble /, 

fermé et non vide, des points dont les images appartiennent a E.. 
Nous allons montrer qu'il existe un continu 4, ayant des points 

communs avec le cercle ¢ —1, et tel que l'une ou l'autre des conditions 

suivantes soit réalisée : 

(a) KC F, MIE TON 

(b) X coupe le cercle entre deux points de f. 


Si aucune des hypothèses (a) ou (b) n'était réalisée, l’ensemble f et 
l'ensemble des points de # situés sur le cercle r—1 ne pourraient 
pas étre bien enchainés au moyen de points appartenant à un sous- 
ensemble de &. En divisant le plan & en carrés de côtés suffisamment 
petits, on pourrait alors déterminer un polygone fermé simple 7 conte- 
nant à son intérieur tous les points de f et à son extérieur les points 
de & qui présentent avec l’ensemble des points de # situés sur le 
cercle / —1, un défaut d’enchainement moindre que celui qu’ils ont 
avec f, puisqu'on ne peut pas trouver non plus de coupure du cercle 
entre les points de f. Dans le plan #, on pourrait passer par défor- 
mation continue du cercle 9 —1 au polygone j sans rencontrer 3 
j serait, par suite, l’image d’une courbe C’ déduite de C par déforma- 
tion continue sans rencontrer E, et n'aurait pas de point commun 
avec K(E,), contrairement à la définition de ce dernier ensemble. 

Le continu & existe done et est l’image d’un continu #Æ (qui peut 
d'ailleurs se réduire à un point unique) situé à la fois sur K(E,) et 
sur la surface M(4, r). Si le continu satisfait à la condition (a), 
alors le continu & ne se réduit pas à un point ct contient des points 
de Cet de E.; dans le cas (6) le continu & peut se réduire à un point 
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situé sur C, mais alors, dans ce cas, le continu  étant une coupure 
du cercle, C a au moins un point double situé sur K(E,). 

Or, nous avons vu que l’on peut toujours déduire de C un polygone 
sans rencontrer E. et l’on peut aussi faire en sorte que ce polygone 
soit sans point double. 

Donc, de toute façon, tout ensemble K(E,) contient des continus 
qui ne se réduisent pas à des points et qui ne sont pas entièrement 
contenus dans E,. 

En apportant quelques modifications simples au raisonnement 
précédent, on voit aussi qu’il existe sur tout K(E.) un continu 
(pouvant se réduire à un point) et ayant des points communs avec C 
et avec toute courbe (’ déduite de celle-ci par déformation continue 
sans rencontrer E.. 


4. Pour préciser le résultat établi au numéro précédent, nous 
démontrerons maintenant le résultat suivant : 

Si un K(E.) peut être décomposé en deux ensembles fermés 
disjoints dont l’un contient E,, alors celui-ci est également un K(E,) 
lorsque E, est un continu. 

Soit, en effet, la décomposition 


K(Ey= Mir (M=M, =), 
avec par exemple 


NOT 0: JE) E, WOU OC ob co 


Si ON n'était pas un KCK.) on pourrait déduire de © une courbe C’ 
sans point commun avec JW et rencontrant par suite seulement 91 ; on 
pourrait également supposer que les points de C' ne sont pas tous 
sur Jt ear, si cela n'était pas, on pourrait déduire de C’ une autre 
courbe présentant cette propriété; enfin on pourrait également sup- 
poser que C'est un polygone. 

Soit alors d la plus petite des deux distances suivantes : celle 
de AM à I et le maximum des distances des points de C’ à 91; pavons 
l’espace au moyen de cubes de côtés inférieurs à et soit Q l'ensemble 


V3 
des cubes qui contiennent au moins un point de 2 à leur intérieur 
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ou sur leur frontière. Soient Z les surfaces qui limitent le domaine 
extérieur à tous les cubes Q et contenant E,, nous pouvons aussi 
supposer que C’a des points dans ce domaine. Choisissons alors sur C’ 
une origine © dans ce domaine et, à partir de la, parcourons cette 
courbe dans un sens également choisi. Soient M le premier point 
d'entrée de CG’ dans le domaine limité par une surface Yet ne contenant 
pas E., N le premier point de sortie; nous pouvons remplacer l'arc 
polygonal MN de C par une ligne polygonale située sur x et passer de 
l'une à l’autre de ces lignes sans sortir du domaine contenant MN et 
limité par =. Nous obtenons ainsi une nouvelle courbe qui rentre une 
fois de moins que la précédente dans la surface = considérée; en 
continuant de cette façon la description de la courbe C’ on arrive ainsi, 
au bout d’un nombre fini d'opérations (en vertu de nos hypothèses), 
à une courbe CG’ déduite de C’ par déformation continue sans rencon- 
trer E, et qui n’a plus aucun point commun avec IU ni avec ON. La 
somme de ces deux ensembles n’est done pas un K(E.) contrairement 
à notre hypothèse. 
D'une facon un peu plus générale, on a le résultat suivant : 


Les relations 
ME aor Coit T= M1), 


M.N—o. MDE. 


entrainent que OW est un K(E.) lorsque Ki. est contenu dans un seui 


domaine de l'ensemble R, — At. 


Nous donnerons plus loin un exemple d’un K(E, ) tel que KÇE.) — E. 
est fermé: la dernière hypothèse est donc nécessaire à la validité du 


résultat. 

5. Ensembles S(K,.). — Un ensemble h(E.) contient toujours un 
ensemble S(E,) fermé et irréductible relativement aux propriétés de 
définition de K(E,), savoir : contenir E, et avoir au moins un point 


commun avec toute courbe C’. 

Pour démontrer ce résultat il suffit de s'appuyer sur le lemme 
établi à la fin du paragraphe 2 du présent chapitre et de procéder 
ensuite comme au n° 6 du Chapitre I: la modification à apporter à la 


définition de l'opération f est tout à fait visible. 
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Il est facile de voir qu'un ensemble S(E.)— E, ne présente ni point 
intérieur ni point isolé, c'est une conséquence du résultat précédent 
(n° 4), mais une démonstration directe est facile. Si, en effet, 
S(E.) — E, avait un point intérieur, il existerait une sphère dont la 
frontière ainsi que les points intérieurs appartiendraient à l'ensemble ; 
mais une courbe enlacée avec E. ne peut être entièrement située à 
l'intérieur de cette sphère, car on pourrait alors la réduire à un point 
sans rencontrer E.. De là suit que toute courbe enlacée avec E, qui a 
des points intérieurs à la sphère en question en a aussi à l'extérieur; 
elle a donc aussi des points communs avec la frontière de cette sphère. 
L'ensemble S(E.) ne serait donc pas irréductible puisqu’en lui retran- 
chant l’intérieur de la sphère, l’ensemble restant serait encore 
un K(E,). 

D'autre part, soit M un point de l'ensemble S(E.) — E,; si nous 
supprimons de l’ensemble S(E,) les points de cet ensemble intérieurs 
à une sphère de centre M et son point commun avec E,, l'ensemble 
restant n’est plus un K(E,); il existe donc une courbe C’ dont tous les 
points communs avec S(E,) sont à l'intérieur de cette sphère, si faible 
soit le rayon de celle-ci. 

Si done M était isolé, il existerait une courbe polygonale C’ n'ayant 
que ce point en commun avec S(E,), mais alors on pourrait, par une 
déformation continue locale effectuée au voisinage du point M, passer 
de C’ à une autre courbe polygonale sans point commun avec S(E.) et 
enlacée avec E., ce qui est en contradiction avec la définition de S(E,). 

Le résultat établi à la fin du numéro précédent nous montre aussi 
que si une coupure de l'espace est telle que tous les points de E, sont 
intérieurs à l'un des domaines déterminés par cette coupure et si 
l’ensemble SE.) a des points intérieurs à un domaine différent de 
celui qui contient E,, alors S(E.) a aussi des points sur la coupure 
considérée; de là, suit également que si l’ensemble S(E,)—_E, est 
fermé (et par suite situé à une distance positive de E,), cet ensemble 
est une coupure de l'espace qui sépare les points de E.. Lorsque E, 
est un continu, tout ensemble S(E,) est donc un continu. 

Lorsque l'ensemble E, est un 1. nous avons, en vertu des résultats 
déjà obtenus relativement à ces derniers ensembles : 


Un ensemble S(1,) est parfait et sans point intérieur. 
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6. Nous avons vu qu’on peut déduire de C une courbe polygonale C 
sans point double et dont tous les points communs avec S(E,) sont à 
l'intérieur d’une sphère Z de rayon aussi faible que l’on veut, centrée 
en un point M de S(E.) —E,. Nous supposerons que le rayon de Z est 
assez petit pour que E, soit à son extérieur. 

Parcourons alors C’ à partir d’un point extérieur à la sphère et dans 
un certain sens, puis remplaçons le parcours situé entre le premier 
point d'entrée de C’ dans et le premier point de sortie par la corde 
de la sphère joignant ces deux points et opérons de même avec les 
autres couples de points, nous obtenons ainsi une nouvelle courbe 
polygonale C” jouissant des mêmes propriétés que C’ et qui peut être 
déduite de celle-ci par une déformation continue opérée uniquement 
sur les parties de C’ intérieures à £. Nous pouvons aussi supposer que 
la courbe C” n’a pas de point double (pour obtenir cela il suffit, éven- 
tuellement, de modifier très peu la courbe C’). 

Autour de chacun des côtés de C” intérieurs à 2, qui ont au moins 
un point commun avec S(E.), construisons un petit cylindre de revo- 
lution limité par deux plans contenant entre eux les points où ce côté 
rencontre S(E.), et de rayon suflisamment petit pour n’avoir que des 
points intérieurs à & et pour ne contenir, à son intérieur ou sur sa 


frontière, aucun point de la frontière des autres cylindres construits 


de la même manière avec les autres côtés de C” intérieurs à x. Soient 
m! et m" les deux points d'une mème corde situés sur les bases du 
cylindre correspondant, je dis que,, pour un couple de points m', m 
au moins, il n’est pas possible de joindre ces deux points par un 
continu dont aucun point n’est extérieur au cylindre correspondant 
sans rencontrer S(E.). En effet, si cela est possible pour un couple, le 
continu joignant m' et m” reste à distance positive de S(E,): on peut 
donc trouver une ligne polygonale intérieure à Yet joignant m’ et nr 
sans rencontrer S(E,) (il suffit d'approcher le continu suffisamment 
pres). Done, si eela était possible pour tous les couples met m", on 
obtiendrait, en remplaçant le segment mm” par la ligne polygonale 
correspondante, une courbe C” déduite de C par déformation continue 
sans rencontrer E, et ne rencontrant pas S(E,.), ce qui est une contra- 


diction. 
Soit alors m’ et m’ un couple de points tel que tout continu 
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joignant ces deux points et qui n’a aucun point extérieur au cylindre 
correspondant a, au moins, un point commun avec S(E.). Soit 1-1 
l'ensemble commun à S(E,) et à la surface du cylindre, la courbe C" 
est enlacée avec cet ensemble. Pour le voir il suffit d'opérer comme 
nous l'avons fait au Chapitre I(n° 5) pour montrer qu'une coupure du 
plan séparant deux points P et Q est enlacée avec le cercle de 
diamètre PQ dont le plan est perpendiculaire au plan donné; nos 
considérations nous montrent, en effet, que [-I contient une coupure 
de la frontière du cylindre séparant m' de m’. 

Soit maintenant C, une courbe déduire de C” sans rencontrer I~], je 
dis qu’elle a au moins un point commun avec l’ensemble S(E.) et inté- 
rieur au cylindre considéré. Cela est vrai si C, peut être déduite de C’ 
sans rencontrer E, ni l’ensemble des points de S(E,) extérieur au 
cylindre. Dans le cas général représentons dans un plan la courbe C” 
par un cercle de rayon 7 =1 (0S 9< 27). Lorsque 4 varie de 0 à 7, l’arc 
correspondant de C” sera le segment m'm", pour 9 entre x et 27, ce 
sera l’arc de C” extérieur au cylindre: de sorte que m’ a pour image le 
point 9 =o et m" le point 9 = =. 

Pour image de la surface permettant de passer de C” à C,, nous 


SE : ak É à | 
Srs1, l'image de C, étant la circonfé- 


prendrons la couronne : = 


I 
rence r= = 


Cela posé, je dis que l'ensemble fermé des images des points com- 
muns à cette surface et à la surface du cylindre comprend des continus 
qui vont des points (7 = 1,0 — 0 ou x) à la circonférence r= ~ et qui 
n'ont aucun point commun. 

Pavons, en effet, le plan image avec des carrés de côtés suffisam- 
ment petits. Si un tel continu n'existait pas pour l’un des points 
précédents, on pourrait séparer ce point de la circonférence r — =; au 
moyen d’un arc simple formé de morceaux de côtés des carrés précé- 
dents, are tout entier intérieur à la couronne, sauf ses extrémités qui 
seraient sur le cercle r=1. 

Cet arc ne peut pas joindre un point de l'arc (0, 7) à un point de 
Pare (7,27), car il serait l'image d'un are allant d’un point intérieur 
au cylindre à un point extérieur. 
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Il existe done un continu allant du point =o au point 0 — 7; 


a , ; I 
mais ce continu emprunte forcément un arc du cercle r= - car, dans 
2 


le cas contraire, il serait l’image d'un continu allant de m' am" sur 
le cylindre, continu qui aurait un point commun avec I-]; mais, par 
hypothése, aucun point de la couronne considérée n’est l’image d’un 
point de I-I. Notre résultat est donc établi. 

Considérons à présent, dans la couronne, le domaine dont une 
partie de la frontière est constituée par l'arc (0, =) et dont les points 
sont les images des points intérieurs au cylindre: d'autre part, 
l’ensemble des images des points appartenant à S(E,) : cet ensemble 
est à une distance positive de l'ensemble des points de la surface du 
cylindre. 


Supposons alors que cet ensemble puisse être séparé de la circon- 
oe L . À 
férence r= => on pourrait trouver un arc de Jordan simple allant du 


point =o au point Ü = = en empruntant un nombre fini d’arcs de la 
circonférence r=1, qui serait l’image d’un are de courbe allant 
de m' am’ et sans point commun avec S(E,) et dont tous les points 
seraient intérieurs au domaine précédent sauf les arcs précédents. 
Cette ligne pourrait être obtenue par pavage du plan et, avec l’arc (0, 7) 
du cercle r—t, elle limiterait un nombre fini de domaines simples; 
la frontière de chacun de ces domaines étant constituée par un are 
du cercle r==1 et un arc simple joignant les extrémités de Pare 
précédent. 

Un tel domaine peut contenir des images de points non intérieurs 
au cylindre, mais cependant on peut déformer à l'intérieur du cylindre 
un segment de droite suivant un are de courbe quelconque intérieure 
au cylindre et de memes extrémités : c’est une conséquence de la 
convexité du cylindre. Après un nombre fini de telles déformations, 
on obtiendrait une courbe joignant 7 à n° à l'intérieur du cylindre et 
sans point commun avec S(E,.). Ainsi, en supposant que l'ensemble 
image des points de S(E,) ne comprend pas un continu allant du 


f . Fy ‘ . . , 
cercle r—1 au cercle r= <> on arrive a une contradiction d’où l'on 
tire que la courbe ©, a un point commun avec S(E.), c'est-à-dire 


éu 
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que l'ensemble des points de S(E,) non extérieurs au cylindre est 
un K(I-L,,); ainsi : | 

Tout S(E,) contient, au voisinage de tout point de S(E.)—E,, un 
sous-ensemble de diamètre aussi petit que l'on veut et qui est un S rela- 
tivement à une courbe C'. 


6 bis. Pour compléter le résultat précédent, nous allons montrer 
que l’ensemble commun à S(E,) et au cylindre a des points communs 
avec toute courbe déduite de (C”’}' sans rencontrer I-I. Appelons 
encore (, une telle courbe et représentons dans un plan la courbe (c")" 
par un cercle de rayon r=1(0<0<27) divisé en 2n parties égales : 


CA Lo res DIU 


Lorsque # est pair l’arc correspondant de (C”)" sera le segment mm’; 
lorsque Æestimpair, ce sera l'arc deC’” extérieur au cylindre ; de sorte que 
le point m’, par exemple, a pour images les points 0 = 2 avec # pair 
et m" les points 0 — ss avec Æ impair. Pour image de la surface per- 
mettant de passer de (C”)" à C, nous prendrons la couronne =£r£ 3e 
l’image de C, étant la circonférence r= mh 


Si nous démontrons que l’ensemble fermé des images des points 
communs a cette surface et à la surface du cylindre comprend des 


; À } : Racer : ; 
continus qui vont des points (a= AA ==) à la circonférence r= 


wa 


et qui n'ont aucun point commun, il suffira de procéder comme pré- 
cédemment pour arriver au résultat. 

Comme ci-dessus, on démontre que si les continus précédents 
n'existaient pas, il y aurait cependant des continus joignant deux 
points 0 — = de la circonférence r=1 et, puisque C, peut se déduire 
de (C”)" sans rencontrer I-I, les valeurs de & correspondantes 
devraient être de même parité. Mais alors l'un de ces continus 
séparerait un nombre impair de points IT des autres et l’on obtient 
une contradiction. 
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Suivant la terminologie que nous introduisons plus loin, nous pouvons 
dire : au voisinage de tout point de S(E.)—E,, tl existe un sous- 
ensemble de diamètre aussi petit que l’on veut et qui est un S bilatere 
relativement à une courbe C'. | 


7. Soient à présent M’ et M” deux points de S(E.)—E.; on peut 
déduire de C deux courbes C’ et C” dont les points communs 
avec S(E.) —E. sont tous respectivement aussi voisins que l’on veut 
de M' et de M”. 

On peut passer de C’ à C” par déformation et prendre pour image de 


; À A 3 x : 
la surface permettant cette opération une couronne circulaire : <r£1 


par exemple ). 


On démontre alors facilement que l’ensemble des images des points 
communs à S(E.)—E, et à cette surface comprend au moins un 


. . I 
continu ayant des points communs avec les cercles r= > et r=1. 


Ce continu est l’image d’un continu composé de S(E.) — E, et conte- 
nant deux points M, et M, aussi voisins que l’on veut de M'et de M’ 


respectivement. 

Soit ‘alors 257, p2; . .., fr, :.. une suite décroissante de nombres 
positifs qui tendent vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 
D'après ce qui précède on peut, quel que soit n, déterminer 
sur S(E.)— E. un continu I, contenant deux points M} et MY” tels 


que 
MM < pn, | MMS! | < pa. 


L'ensemble limite de la suite de continus I’, contient donc les deux 
points M' et M’; leur ensemble d’accumulation est donc, d’après le 


lemme de Zoretti, un continu [ contenu dans S(E.) — K, et conte- 
nant M’ et M’; en définitive nous avons : 


L'ensemble S(E,) — li, est un continu. 


8. Outre l'intérêt que les résultats précédents présentent en eux- 
mêmes, ils nous permettent de faire l'étude dimensionnelle de 
l’ensemble S(E.) — E.. 


Ann. Ee. Norm., (3), LIL — Fasc. 4. 
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Puisque cet ensemble n’a pas de point intérieur, sa dimension en 
l’un quelconque de ses points ne dépasse pas 2. Mais, puisque 
S(E.) —E, est un continu, tout point de cet ensemble est de dimen- 
sion au moins égale a 1. D’autre part, nous avons vu que, dans tout 
voisinage d’un point de S(E,) — E,, il existe un cylindre dont l'inté- 
rieur est coupé par l’ensemble commun à S(E,) — E, et à l'intérieur 
du cylindre. Tous les points de ce dernier ensemble ne peuvent donc 
pas être de dimension 1 en vertu d’un résultat connu ('). Il y a done 
dans le cylindre un point au moins de dimension 2; mais ce cylindre 
a été construit à l’intérieur d’une sphère, de rayon aussi faible que 
l’on veut, ayant pour centre un point arbitraire de S(E,) — E,, donc : 


L'ensemble des points de dimension 2 est dense sur S(K,.) — E.. 


Un tel ensemble est dit, d’après P. Urysohn ('), dimensionnellement 
homogène de dimension 2 ou surface cantorienne généralisée. 

Nous nous autorisons des résultats précédents pour dire, quand 
l'ensemble S(E,) — E. contient E, | c'est-à-dire quand tous les points 
de E, sont des points d’accumulation de l’ensemble S(E,) —E,] 
que S(E.) est une surface ayant E, pour bord (ou passant par E,.). 


9. I devient donc important de donner des exemples d’ensemble E.. 
et de courbes C pour lesquels tout S(E,) est identique à S(E,) —E,. 

Prenons d'abord le cas d’une coupure plane |. irréductible entre 
deux points a et 6, soit C un cercle dont a et » sont deux points 
diamétralement opposés et dont le plan est perpendiculaire à celui 
de I... Le domaine déterminé par I, situé à distance finie et contenant 
l’un des points a ou b est un S(1.)— I, et l’on a 


Ste SIA 


de sorte que les fermetures des domaines plans font partie de nos 
ensembles S, ce qui tend à justifier les considérations précédentes, 
car toute définition de la surface passant par une courbe qui ne 
RE RES SE Siti sob Sa eue Bein) oer oe 


(') Voir K. Mencer. Dimensionstheorie (Teubner); ou P. Urysonn, Sur les lignes 
eantoriennes (Fund Math. t. 7, 1925). 
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contiendrait pas les ensembles précédents serait, à mon avis, insuf- 
fisante. 

Considérons à présent une surface fermée de Jordan, sans point 
double, et formée d'un nombre fini de triangles (elle est, par suite, 
orientable). Soit J, un sous-ensemble fermé de J dont le complémen- 
taire est ouvert, non vide, et entièrement compris dans un des 
triangles qui forment J, soit F la frontière de J,. Nous allons montrer 
que toute image topologique j de J, est un S relativement à l’image f 
de F et à une courbe enlaçable avec /. 

Soient M un point de j n’appartenant pas à /, ¢, un élément de j con- 
tenant M à son intérieur, homéomorphe à un triangle plan, et n'ayant 
pas de point commun avec la frontière f de j. Des travaux de 
M. Brouwer (') il résulte que l’on peut construire un domaine 
fermé A.(4,), contenant à son intérieur les points intérieurs à 4, 
n'ayant en commun avec j que les points de ¢, ou de sa frontière, qui 
est de plus divisé par ¢, en deux domaines A! (t,) et AY’(4,), et dont 
aucun point n’est distant de #, de plus d’une quantité fixe «, donnée à 
l'avance, mais aussi petite que l’on veut. 

Soient M'” et M deux points intérieurs aux domaines A? et A?’ 
respectivement. Puisque j ne divise pas l’espace en régions, joignons 
ces deux points par une ligne de Jordan y, ne rencontrant pas J. Soit 
à présent ¢,(m=1,2,...) une suite d'éléments de contenus dans ¢ 
mais contenant tous M à leur intérieur, emboités et tendant vers zéro 
lorsque n augmente indéfiniment; soit aussi :, une suite décroissante 
vers zéro de nombres positifs telle que les éléments A. (#,) soient 
emboités. Dans chacun des couples de domaines A!" (4,) et Aï (4), 
contenus respectivement dans Az)’ (¢,-,) et AY’ (t,—,), choisissons 
deux points intérieurs M, et M? que nous joignons respectivement 
a MU, et MX, par des lignes polygonales +, ety, intérieures aux 
domaines A,’ (t,_, ) et NAME a i): 

Si, à la somme des lignes y/ (¢=1, 2), on ajoute le point M et la 
ligney,, on obtient une courbe de Jordan C, n’ayant que le point M en 
commun avec /, et qui est enlacée avec toute courbe simple fermée tracée 


(1) L. BROUWER. Uber Jordansche Mannisfaltigkeiten (Math. indent, te 11. Fort. 
p. 320-327). 
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sur j servant de bord à une variété contenue dans j et contenant M. 

En. particulier la frontière f est la limite d'une suite de courbes de 
Jordan simples (,, qui limitent sur 7 des variétés 7, telles que tout 
point intérieur à j soit intérieur a7, pour » suffisamment grand. 

Or toute surface ayant C pour base a au moins un point commun 
avec toute courbe C, : elle en a donc au moins un avec f. Inversement 
d'ailleurs, toute courbe déduite de C (et plus généralement de C”), 
sans rencontrer /, peut se déduire de cette même courbe sans 
rencontrer les C,, à partir d’une certaine valeur de n, elle est donc 
enlacée avec ces courbes et, par suite, avec /. 

Il suit de là que 7 est un K( f.). 

Pour démontrer que c’est un S(f.), observons que le résultat de 
M. Brouwer nous indique aussi que la variété j est uniformément non 
sinueuse des deux côtés sur tout ensemble fermé ne contenant que 
des points intérieurs de j; cela veut dire qu’à tout nombre à, suffi- 
samment petit, on peut faire correspondre un nombre », tendant vers 
zéro avec 4, tel que tout couple de points de l'ensemble en question, 
et dont la distance ne dépasse pas à, peut servir d’extrémités à deux 
arcs de Jordan, situés dans des domaines tels que AŸ et A’, n’ayant en 
commun avec j que ces extrémités, tandis que leurs diamètres ne 
dépassent pas n. 

Soit alors M’ un point intérieur de /, l’une des variétés 7, précédentes 
contient M et M’ à son intérieur; nous désignerons par à et n les 
nombres dont nous venons de parler pour l’ensemble /,. Choisissons 
une suite finite de points M;(¢=o,...,p) (avecM,—=M; M,—M') 
telle que la distance M;_, M; ne dépasse pas ©. 

Cela fait joignons M, et M, par deux arcs al!) et al?) allant de M,aM,, 
situés de chaque côté de j et de diamètre inférieur à n. Sur C prenons 
deux points P\! et P? de part et d’autre de M, et suffisamment voisins 
de M, pour être joints respectivement à deux points Q{" et Q® de ai!) 
et a) par des chemins de diamètre plus petit que n et n'ayant aucun 
point commun avec /. 

Remplaçons alors l'arc PMP de’C par l'arc PQ)" M, Q?’P®, 
nous obtenons une nouvelle courbe C, n'ayant en commun avec j que 
le point M, et pouvant se déduire de C par déformation continue sans 
rencontrer /, pourvu que y, soit suffisamment petit. 


—— ail 
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En procédant ainsi de proche en proche on arrive, au bout de 
p opérations, & une courbe C’ déduite de C par déformation continue 
sans rencontrer f et n’ayant en commun avec J que le point M’. 
Mais M étant un point intérieur quelconque de j, cela démontre que j 
est un S(/.) et que l’on a 


S(fe) FF fe— S(fc) 


L'hypothèse de l’orientabilité de J faite ci-dessus n’est pas essentielle, 
les résultats précédents sont tous valables, cependant il peut exister 
des courbes déduites de C"(n > 1) sans rencontrer f et qui n’ont pas 
de point commun avec j : c'est, comme on le voit facilement, le cas 
pour le ruban de Moebius (7 pair). 


10. Ensembles S bilatères et unilatères. — Après ces exemples 
nous pouvons maintenant dire les raisons qui nous ont guidé dans le 
choix de notre définition des ensembles K(E.). Si nous n’avons pas 
défini un ensemble K(E,) [et, par suite, S(E.)] en disant qu’il devait 
avoir au moins un point commun avec toute courbe enlacée avec E,, 
c’est que notre modèle plan était le domaine borné dont la frontière 
est une coupure irréductible entre deux points; or, avec la définition 
ci-dessus, le modèle plan serait le complémentaire du domaine déter- 
miné par cette coupure et contenant l'infini; il pourrait, par suite, 
comprendre plusieurs domaines, ce qui, amon avis, heurte la concep- 
tion intuitive de l’étre que nous nous proposons de définir. 

On aurait pu, partant du modèle plan, exiger que tout K(E,) ait un 
point commun avec toute courbe déduite de C”, quel que soit », sans 
rencontrer E,, mais alors ce serait rejeter hors de nos considérations, 
parmi les surfaces de Jordan simples dont le bord est une courbe de 
Jordan simple, les surfaces unilateres, et je ne vois aucune raison qui 
puisse militer en faveur de cette élimination. 

Mais cette remarque nous fournit une classification des ensembles 
S(E.) : un tel ensemble sera dit bilatère ou unilatère suivant qu'il a 
des points communs avec toutes les courbes déduites de C" ou non. 
Comme l'existence de courbes déduites de C* sans point commun 
avec S, entraine l'existence de courbes G”” possédant la même pro- 
priété, quel que soit l’entier p, on voit que si un ensemble SCE.) est 
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bilatere (ou unilatére) par rapport à C’, elle l’est aussi par rapport 
à Cet inversement. — 

Il n'y aurait pas lieu de pousser plus loin la: classification des 
ensembles S(E,) et les dénominations précédentes seraient pleine- 
ment justifiées si la question suivante recevait une réponse négative : 

Existe-t-il des ensembles S(E,) qui, ayant des points communs avec 
toutes les courbes déduites de C? sans rencontrer E,, n’en ont pas 
avec certaines courbes déduites de C’(n > 2). 


10 bis. Remarques sur les généralisations. — Les généralisations de 
nos notions aux espaces d’ordre supérieur ne peuvent se faire sans 
précautions et sans tenir compte de faits que je voudrais signaler. 

Voici comment, dans un plan, on peut définir un continu irréduc- 
tible entre deux points A et B. Nous dirons d’abord que le couple de 
points (A, B) est enlacé avec une courbe C de ce plan s’il n’est pas 
possible, sans rencontrer A ou B, de réduire C à un point situé a dis- 
tance finie ou a une courbe dont tous les points sont aussi loin que 
l’on veut de A et de B; ceci revient à donner au plan la connexion de 
la sphere, et la courbe C’ sera dite déduite de C sans rencontrer (A, B) 
si cela peut se faire sur une sphère image. Une courbe C enlacée 
avec (A, B) étant donnée, il est alors facile de démontrer que tout 
ensemble fermé ayant au moins un point commun avec toute courbe 
déduite de C, contient un continu contenant A et B et notre notion de 
continu irréductible entre deux points coincide avec la notion habi- 
tuelle. 

Ici nous n'avons pas eu à nous préoccuper de ce qui se passait à 
l'infini car, étant donné un ensemble E borné et fermé, si l’on peut 
réduire une courbe Ca une courbe très éloignée de E sans rencontrer 
cet ensemble, on peut aussi la réduire à un point sans rencontrer E. 

Dans l’espace à trois dimensions nous pouvons transporter la notion 
sphère enlacée par rapport à deux points A et B, mais si l’on se donne 
une telle sphère S, il est facile de fournir des exemples d’ensembles 
fermés qui ont des points communs avec toute surface déduite de S 
sans rencontrer (A et B) et qui ne contiennent pas de continu passant 
par À et B. Pour obtenir un tel continu, il faut ajouter la condition 
suivante : l’ensemble doit avoir au moins un point commun avec toute 
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surface déduite d’une surface 2 qui, au point de vue ensemble de 
points, coincide avec S, chaque point de = correspondant a un point 
de S, la correspondance étant continue et de degré 1. 

Ici les choses se présentaient plus simplement, car il n’y a qu'un 
circuit de dimension 1 : le cercle. 


11. Quant à la définition de la surface ayant pour bord un E,, on 
pourrait être tenté de croire quelle n’est intéressante, dans le cas 
général, que lorsque E, est un [,. Or, dans le plan, un domaine et sa 
frontière constituent un S(E,) pour un cercle C convenablement choisi 
et pour la frontière E, de ce domaine; de même, partant des surfaces 
de Jordan considérées au n° 9, il est facile de voir qu'un domaine et sa 
frontière détachée de ces surfaces constituent un S(E,), c désignant la 
courbe considérée précédemment, ou une courbe déduite de celle-ci, 
et E, la frontière du domaine. 

Dans ces deux exemples les ensembles E, semblent mériter le nom 
de bord des ensembles S(E.) correspondants. Soient, d'autre part, 
une courbe c, un ensemble E, et un S(E.) ayant E. pour bord; si à E, 
on ajoute un point de l’ensemble S(E,) — E, pour obtenir un nouvel 
ensemble E,, l’ensemble S(E.) est encore un S ayant ce nouvel 
‘ensemble comme bord; ainsi l’ensemble Y= S(E.) étant donné « 
priori ainsi que la courbe C, l’ensemble E,, à supposer qu'il existe, est 
indéterminé. Cependant on peut démontrer que tout E,, bord d’un 
ensemble 3 = S(E.), contient au moins un bord irréductible e., en ce 
sens que Lest un S relativement a l’ensemble e, fermé, avec 


Sen ie ek 
tandis qu'aucun vrai sous-ensemble fermé de e, ne donne lieu à une 
égalité analogue. 
Soit en effet E"(n—1,2, ...) une suite infinie d'ensembles É, tel 


que ‘3 Par 
pee ist À NE PE 


S—<S(E")—5—E;"; 


alors pour l’ensemble 


x 
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on a également 
x =S(EP) = 2 EP. 

En effet, tout d’ ut l’ensemble E!* est un E. d’après les résultats 
du Chapitre I; ensuite une courbe déduite de C sans rencontrer 
E peut l’être sans rencontrer non plus un E/" à partir d’une certaine 
valeur de n; Zest donc un K(E’); pour la même raison, si l’on 
retranche de Z un point et un voisinage de ce point, situé à une 
distance positive de E*, on peut déduire de C, sans rencontrer E°”, une 
courbe n'ayant pas de point commun avec l’ensemble restant; 2 est 


done un S(E’’) qui a E“’ comme bord en vertu des relations 


2 2 ZEN 2 EO Ev a À 


Cela étant, il suffira, à partir d’un ensemble E. bord d’un ensemble X, 
contenu, par exemple, dans un cube de côté 1, de diviser ce cube en 


A, : : , 
8 cubes de côtés — par des plans parallèles aux faces, puis de numé- 


roter ces cubes de 1 à 8 et de supprimer tous les points de E, intérieurs 
au premier cube, si l’ensemble restant est un E. bord de X; dans le 
cas contraire on ne modifiera pas E.. On procédera de mème avec les 
autres cubes puis on recommencera l'opération en divisant le cube 
initial en 3° cubes égaux et ainsi de suite. De cette façon on définit une 
opération sur E. qui, par sa répétition indéfinie fournit pour Zun bord 
irréductible comme on le démontre sans peine par le procédé employé 
au n° 6 (Chap. I). 

Un bord irréductible d'un ensemble & est parfait car, lorsqu’un bord 
comprend un point isolé, l’ensemble obtenu après la suppression de 
ce point est encore un bord, puisque ce point étant sur X, est limite 
de points n’appartenant pas au bord primitif; il existe donc, dans tout 
voisinage de ce point, des courbes déduites de C sans rencontrer le 
bord et qui n’ont pas d’autres points communs avec Z que ceux situés 
dans ce voisinage. 

Lorsque Ë consiste en un domaine plan et sa frontière, l'opération 
que nous venons de faire subir à la frontière consiste dans la suppres- 
sion des points de celle-ci qui, dans leurs voisinages, ne contiennent 
pas de points extérieurs au domaine. 
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Un ensemble = peut d’ailleurs avoir plusieurs bords irréductibles 
comme on le voit facilement. 

Si l’on donne seulement l’ensemble & et si l’on demande de trouver 
la courbe C, on voit, en considérant les domaines plans, qu'il peut y 
avoir une infinité de solutions différentes, c’est-à-dire non réductibles 
l’une à l’autre. 


12. Enfin, quant aux ensembles E,, tels que tout S (E.) admette E, 


‘pour bord, nous indiquerons que c’est le cas pour les ensembles I. 


asymptotiquement simplement accessibles en chacun de leur point. 
L'hypothèse faite revient en effet à dire que l’on peut, au voisinage de 
tout point d’un tel ensemble, trouver une courbe C’ déduite de C sans 
rencontrer cet ensemble; or, sur cette courbe, il y a des points de 
tout S(I.), ce qui prouve notre assertion. 


13. Exemples. — 1° Dans un plan considérons un axe Ow et soit C un 
continu situé dans ce plan irréductible entre un point A situé en 
dehors de l’axe et le point 0; nous supposerons que tous les points de 
€ sont dans le demi-plan fermé déterminé par Oz et le point A et que, 
s’il existe des points communs à € et à la droite qui porte Ox autres 
que le point A, ces points forment un segment continu de condensa- 
tion de €. 

Faisons tourner @ autour de Oa; le point A engendre un cercle qui 
est un I, par rapport à un cercle C du plan donné, centré en À et situé 
dans le demi-plan précédent. Il est facile de voir que € engendre un 
S(I,) à deux côtés. Le premier de ces deux points provient de ce que 
est irréductible, le deuxième de ce que, dans ce continu, on peut 
inscrire une ligne polygonale allant de A à O et aussi voisine de € 
qu’on le veut; une courbe déduite de C” a des points communs avec la 
surface engendrée par une quelconque de ces lignes en tournant 
autour de Oæ, puisque C” est enlacée avec le cercle décrit par le 
point A, elle en a donc aussi avec SCT). 

Plus généralement, en faisant tourner un continu plan € irréduc- 
tible entre deux points A et B autour d’un axe de son planneleren- 
contrant pas, on obtient un ensemble S(E.) à deux côtés, en désignant 
par C un cercle centré en A et ne contenant pas B et par E. l’ensemble 
des deux cercles engendrés par À et B. 
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En utilisant les continus irréductibles plans, ou les coupures irré- 
ductibles planes, on pourra également former des exemples d’en- 
sembles S coniques ou cylindriques. 

Considérons, par exemple, dans un plan de coordonnées rectan- 
gulaires æ et y le continu défini par 


— 


y=sin— (pouro <x<rT), —I1<y£1 (pour r—=o). 
: a + Ke 


En faisant tourner ce continu autour de l'axe des y, ou autour d'une 
droite n'ayant en commun avec le continu que le point (x —0, y —1) 
ou le point(a=o, y=1), nous obtenons une surface ayant pour bord le 
cercle engendré par le point (x= 7, yo); en le faisant tourner 
autour de la droite 2 = =, on obtient une surface ayant pour bord 
irréductible une coupure irréductible quelconque de la surface cylin- 
drique de révolution engendrée par le segment (—1, +1) de l'axe 
des y (irréductible entre deux points situés l’un sur le cercle engendré 
par le point — 1, l’autre sur le cercle engendré par le point +r). 

Prenons maintenant un continu € plan indécomposable et faisons-le 
tourner autour d’une droite de son plan ayant, au plus, un point 
commun avec €. En utilisant le résultat de M. Yoneyama (') : A étant 
un point quelconque de €, il existe un autre point B, distinct de A, 
tel que € soit irréductible entre A et B; nous voyons que notre surface 
a une infinité de bords irréductibles, relativement à des cercles C faciles 
à définir. 


2° Reprenons l’ensemble discontinu P de M. Antoine (Chap. I, 
n° 10, 5°); nous avons vu que le méridien M du tore d'ordre 1 est 
enlacé avec lui. 

Soit O un point de l'axe de ce tore, nous allons montrer que l’en- 
semble des segments de droite joignant O aux différents points de P est 
un K (P,); la démonstration de ce fait mettra de plus en évidence une 
propriété curieuse de l’ensemble P. Notre ensemble étant la limite de 
l’ensemble d'ordre À obtenu en joignant O aux points qui appartiennent 
aux différents tores d'ordre A, il nous suffit de démontrer que l’un 


(') K. YONEYAMA, Theory of continuous sets of points (Tohoku Math. Journal, 
1917-1020 ). 
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quelconque de ces derniers est un K (P,). Pour cela prouvons que l’un 
de ces ensembles contient une surface conique ayant pour base une 
courbe enlacée avec M. 

Considérons les # tores d'ordre À + 1 intérieurs à un tore d'ordre /; 
soient F,,F,,...,l, les circonférences lieux des centres des méridiens 
de ces tores numérotés de façon quel; soit enlacée avec li, et 
Paya j= Ty et Fa, =). 

Les deux cones centrés en O et de bases l'; et l';;, ont deux généra- 
trices communes à cause de l’enlacement de leurs bases; c'est-à-dire 
que, vues du point O, les deux circonférences ont deux points com- 
muns apparents. 

Choisissons un sens de parcours sur chacun des F et, partant d’un 
point quelconque de F;, parcourons cette courbe jusqu’au premier 
commun apparent avec la circonférence I’; joignons ce point par un 
segment de droite passant par O au point correspondant de I’, et con- 
tinuons cette opération en retranchant, ou en ajoutant en dernier 
lieu, si besoin est, un arc de la circonférence |. 

Nous obtenons ainsi une courbe de Jordan fermée qui, par une 
déformation effectuée à l’intérieur du tore d'ordre À considéré, peut 
se réduire à la circonférence lieu des centres des méridiens de ce tore 
et, par suite, deux courbes obtenues de cette facon dans deux tores 
consécutifs d'ordre ?. ont des points apparents communs. On peut 
recommencer avec ces courbes l'opération faite sur les circonférences 
F pour obtenir, dans chaque tore d'ordre À — 1, une courbe contenue 
dans l’ensemble d'ordre À + 1 et qui, par déformation, peutse réduire 
au lieu des centres des méridiens de ce tore et ainsi de suite : de proche 
en proche nous obtenons ainsi notre résultat. 

Nous voyons de plus, en appliquant le théorème de Zoretti, que, vu 
du point O, l’ensemble P présente l'apparence d’un continu. Ce 
résultat est établi, par le raisonnement précédent, quel que soit O 
extérieur au tore d’ordre1; mais alors il est vrai également pour un 
point extérieur aux tores d'ordre 2, car les sous-ensembles de P 
intérieurs à deux tores d'ordre 2 enlacés présentent l'apparence de 
deux continus qui ont des points apparents communs ; de proche en 
proche on voit que le résultat est vrai quel que soit O n’appartenant 
pas à P; ainsi : 


312 J. FAVARD. 


L'ensemble P vu d'un point O quelconque de l’espace ne lui appar- 
tenant pas présente l'apparence d’un continu. 

3° Revenons à l’ensemble enlacable I, donné comme quatriéme 
exemple au n° 10 du Chapitre I. Considérons une coupure partageant 
l’espace en régions; l’une de ces régions contenant la circonférence I’, 
et les points de son plan qui lui sont intérieurs, une autre les points’, 
ainsi que les points du plan de cette courbe qui lui sont intérieurs ; 
supposons que cette coupure soit irréductible entre ces deux régions, 
alors elle est un S(1.) — L.. 

Tout d’abord elle est un K(I.)—I., car toute courbe déduite de C 
sans rencontrer I, a des points intérieurs aI, et des points intérieurs 
r, et de plus il est facile de voir que si l’on supprime de cette coupure 
tout un voisinage de l’un de ses points, l’ensemble restant n’est plus 
un K(I,) — L.. 

Ainsi on a un exemple d’un ensemble 

; S(1.) = 1, 


fermé(et même continu) et n’ayant aucun point commun avec [.. 
Pour ensemble S(I.) on peut aussi prendre l’ensemble des points 

du plan deT’,, intérieurs à cette courbe, augmenté de la circonfé- 

rence l',, alors l’ensemble 

ne contient pas tout I... 


CHAPITRE IIL. 


LES FEUILLES. 


1. J’appelle feuille tout ensemble fermé borné F qui est un K relati- 
vement a tout ensemble enlacable E, situé sur lui et à toute courbe C 
enlacée avec cet ensemble. 

Un ensemble fermé dont aucun sous-ensemble n’est enlacable sera 
également considéré comme une feuille. 

Un cube et sa frontière, une sphère et sa frontière, un cercle et sa 
circonférence, la surface d’une sphère sont des exemples de feuilles. 


Au sujet de ces ensembles nous avons le résultat fondamental 
suivant : 
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Soit F,(n =1,2,...) une suite infinie de feuilles telles que 


hei ee AR 


F=[][F. 
est également une feuille. : 

Soient en effet E, un ensemble enlacable de F et C une courbe enlacée 
avec lui; E, faisant partie de F fait également partie de tout F,, or 
chacun de ces ensembles est un K(E.); il en est donc de même de leur 
produit d’après le résultat obtenu au Chapitre II (n° 2). 

Soit E un ensemble enlacable, situé dans une feuille donnée; on 
démontre sans peine, en utilisant les procédés employés fréquemment 
déjà, qu’il existe une feuille irréductible F(E) contenant E et contenue 
dans la feuille précédente, c’est-à-dire telle que tout vrai sous- 
ensemble fermé de F(E) contenant E n’est plus une feuille. 

L'ensemble enlaçable E, étant donné, ainsi qu’une courbe C enlacée 
avec lui, il est également intéressant de considérer les feuilles relatives 
à E, : ce seront les ensembles fermés, contenant E,, et qui sont 
des K(T,) pour tout ensemble enlaçable I), enlacé avec une courbe C’ 
déduite de c sans rencontrer E,; l’existence d’une feuille relative irré- 
ductible F(E,) se démontre facilement. 

Tout ensemble F(E.) contient évidemment un S(E.). 


alors le produit 


2. Soit I un ensemble enlacable irréductible relativement à une 
courbe C, une feuille relative F(I.) n’a pas toujours |. pour bord, mais, 
par contre, il en est ainsi pour toute feuille F(I); c’est-à-dire que 
l’on à 

FO —1=Fit). 


Reprenons en effet le raisonnement fait au n° 3 du chapitre précédent 
et les mêmes notations. Soit P un point de I; comme surface M(t, r) 
nous pouvons prendre celle dont tous les points communs avec I sont 
situés dans une sphère de centre P et de rayon € donné, aussi faible 
que l’on veut. En divisant le plan & en carrés de côtés suffisamment 
petits, on peut faire en sorte que l’image f de l’ensemble des points 
communs à M(t, r) et à I, intérieure au cercle p =1, soit intérieure à 
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un nombre fini de polygones simples fermés j qui sont les images de 
courbes de la surface M(t, r) toutes intérieures à la sphère de centre P 
et de rayon 2e. L'image de l’un au moins de ces polygones/ est enlacée 
avec I, car si aucune de ces courbes ne l'était, la courbe C ne le serait 
pas non plus, puisque chacune des courbes précédentes étant alors la 
base d’une surface, analogue à M(t, r), et n’ayant aucun point commun 
avec I, il existerait une surface de base C sans point commun avec I, 
contrairement à l'hypothèse. 

Il suit de là que, dans la sphère de centre P et de rayon 2e, il y a, 
quel que soit :, une courbe enlacée avec I et par suite, d'après la défi- 
nition de F(1), au moins de l’ensemble F(1)— 1; ce qui démontre notre 
assertion. 

Soit encore C une courbe enlacée avec un ensemble F situé sur une 
feuille, il existe un continu situé sur toute surface M(t, r) de base C 
et ayant des points communs avec C et I car, si cela n’était pas, il 
existerait dans le plan & des polygones / séparant les points du 
cercle r— 1 des points dont les images sont sur F et qui n'auraient 
aucun point commun avec la feuille; mais l'un au moins de ces poly- 
gones étant l’image d’une courbe enlacée avec I’, cela est en contra- 
diction avec la définition de la feuille. De là suit que si, pour une 
feuille, on a une décomposition en une somme de deux ensembles 
fermés sans point commun; chacun d’eux est une feuille, car si cela 
n’était pas il existerait, dans l’un des deux ensembles, un ensemble 
enlacable let une courbe C enlacée avec lui qui n'aurait en commun 
avec la feuille que des points situés sur l’autre ensemble, et le continu 
dont nous venons de parler ne saurait exister. 

Par conséquent, si un ensemble enlacable E est un continu, toute 
feuille irréductible F(E) est un continu qui a pour bord les divers 
ensembles enlacables irréductibles que l’on peut déduire de E. 

Plus généralement nous avons encore le résultat suivant : si une 
feuille est décomposée en une somme de deux ensembles fermés dont le 
produit n’est pas enlacable, chacun de ces ensembles est une feuille ; 
en reprenant les notations précédentes, il suffit, pour le voir, de consi- 
dérer une surface M(t, 7) n'ayant aucun point commun avec l’ensemble 
non enlacable produit des deux ensembles en lesquels la feuille a été 


lecompose ; 
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3. Quant à l’étude locale des feuilles irréductibles F(E), on voit 
sans peine que l’ensemble F(E)— Ene contient ni point isolé ni point 
intérieur; de plus, le voisinage d’un point de l'ensemble F(E)—E 
contient un voisinage d’un ensemble K(T,) où I est un ensemble 
enlacable situé sur F(E) et y une courbe enlacée avec lui; il s'ensuit, 
en vertu du résultat obtenu au Chapitre II, que les points de dimen- 
sion 2 sont denses sur F(E)—E. Ces résultats sont également vrais 
pour les feuilles F(E.). | 


4. Nous dirons qu’un domaine est simplement connexe si pour toute 
courbe de Jordan C contenue dans ce domaine, on peut faire passer 
une surface M(é, r) ayant C pour base également contenue dans ce 
domaine. 

Soit alors F un ensemble fermé dont les domaines complémentaires 
sont simplement connexes, alors F est une feuille('). Soient en effet E 
un ensemble enlacable contenu dans F, et C une courbe enlacée avec 
cet ensemble; C ne peut être entièrement contenue dans un domaine 
complémentaire de F, car on pourrait alors la réduire à zéro sans 
rencontrer E, donc C a des points communs avec F. 

Considérons en particulier le cas où F est la frontière commune à 
deux domaines D, et D, simplement convexes non vides et à ces deux-là 
seulement. Alors il est facile de voir que F contient des ensembles 
enlacables. Il suffit en effet de décrire d’un point de F comme centre 
une sphère s de rayon suffisamment petit pour ne contenir à son inté- 
rieur ni tout D, nitout D,; soit E l’ensemble commun àcetàaF.llya 
sur a deux points K, et K:, l’un appartenant à D,, l’autre appartenant 
à D, ; joignons-les par deux ares de Jordan, l’un ne comprenant que des 
points intérieurs à la sphère, à part K, et K,, l’autre ne comprenant 
que des points extérieurs à la sphère; soit C la courbe ainsi obtenue, 
je dis que Cest enlacée avec E. En effet, une surface quelconque ayant C 
pour base a en commun avec ç un continu contenant K, et K, car, en 
faisant l’image de cette surface sur l'intérieur d'un cercle, l’image des 
points communs à cette surface et à s contient en effet une coupure 
séparant l’image de l'arc de C intérieur à o de l’image de l’arc extérieur 
i nen ms eee ER 


(1) lei on peut laisse tomber la condition que F doit être borné. 
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4g, puisqu’on ne peut joindre un point intérieur à o à un point exté- 
rieur sans rencontrer 6. 

Cela étant, un tel continu allant d’un point de D, à un point de D, 
rencontre forcément E qui est la partie de F située sur o. L'ensemble E 
qui vient d’être défini constitue une coupure entre un point de F inté- 
rieur ao et un point extérieur; plus généralement il est facile de voir 
. que toute coupure de F entre les points compris respectivement dans 
deux voisinages de deux points de F est enlaçable. 

Enfin, comme exemple de feuille F(E.) qui est également un S(E,), 
nous citerons la surface de Jordan homéomorphe à un carré, lorsque, 
pour courbe C, on prend celle que nous avons définie, dans le cas 
général, au n° 8 (Chap. IT) et pour ensemble E. le bord de la surface. 
Soit e. un ensemble enlacable situé sur cette surface, nous pouvons 
supposer qu’il est enlacé avec C et il faut prouver qu’il existe sur 
l'ensemble considéré un S(e.). En utilisant, comme nous l’avons fait 
précédemment, la non-sinuosité de la surface, on voit que l’ensemble e, 
doit être une coupure de la surface considérée et que l’image de cette 
coupure dans le carré image de la surface est également une coupure; 
l'ensemble homéomorphe au domaine déterminé par cette coupure 
et qui contient le point image du point commun à C et à la surface est 
un S(e,). 


RAT TL. 


SUR L'HYPOTHESE DES FIBRES 


DANS LA 


THÉORIE DES FILS ÉLASTIQUES 


Par M. J. HAAG. 


FORMULES GÉNÉRALES. 


1. Énoncé du problème. — Les théories élémentaires de la résistance 
des matériaux reposent, comme on sait, sur l'hypothèse des /ibres. On 
considère le corps élastique comme décomposable en petits cylindres 
parallèles, indépendants les uns des autres et à chacun desquels on 
applique les formules de l'extension. On admet implicitement que 
chaque fibre n’est soumise à aucun effort latéral, ce qui est, en 
général, manifestement faux ('). J'ai montré, dans un précédent 
Mémoire (*), dans quelles conditions les formules habituelles de la 
théorie des fils élastiques infiniment minces, déduites des raison- 
nements approchés de la résistance des matériaux, peuvent être consi- 
dérées néanmoins comme une conséquence rigoureuse de la théorie 


mathématique de l’élasticité. 
Je me propose, dans le présent travail, de rechercher dans quels cas 


Re ELIE De Ee er 


(1) Cf. Bouasse, Résistance des matéritux, p. 103. 
(2) J. Haac, Extension de la théorie de Suint-J'enant aux fils élastiques (4 


Norm., 3e série, t. XLVI, mai 1929 ). 


Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fasc. 4. 


nn. Be. 
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l'hypothèse des fibres est théoriquement correcte, pour un corps de dimen- 


sions quelconques. 


2. Nous allons d’abord préciser, tout en la généralisant, la notion 
de fibre. 

Considérons une famille de plans P, dépendant d’un seul paramètre t 
et leurs trajectoires orthogonales F. Dans l’un des plans P, soit P,, 
tracons une courbe fermée I et considérons la surface S engendrée 
par les courbes F qui s'appuient sur '('). Nous supposerons que le 
corps élastique est limité, d’une part par la surfaceS, qui sera appelée 
sa surface latérale, et, d'autre part, par le plan P, et un autre plan P, 
de la famille des plans P; ces deux plans seront appelés les plans 
de base. 

On peut aussi considérer le corps solide comme engendré par 
l’aire T, quand P roule sans glisser sur son enveloppe, depuis la 
position P, jusqu’à la position P,. Dans ce mouvement, il faut sup- 
poser que la caractéristique D de P ne pénètre jamais à l’intérieur 
de I’, sans quoi la surface S présenterait des points de rebroussement. 

Prenons maintenant une aire infiniment petite, intérieure à I et 
construisons, à partir de cette aire, un corps défini comme le corps 
précédent l’a été à partir de F. C’est un tel corps, infiniment délié, 
qui sera appelé une fibre. 

En passant à la limite, nous désignerons aussi sous le nom de fibres 
les courbes F intérieures à S, c’est-à-dire appartenant au corps 
élastique. 


3. Voici maintenant les trois problèmes que nous allons nous 
poser : 


PROBLÈME 1. — Déterminer la déformation et la loi de forces de telle 
manière que l'effort sur la sur face latérale de chaque fibre soit normal à 
celte surface. 


PROBLÈME IT. — Déterminer la déformation et la loi de forces de telle 
om 

(1) C'est ce que les géométres appellent une surface moulure. Dans le Mémoire pré- 
cité, j'ai employé improprement l'expression de surface cunal, qui convient seulement au 
cas où l'est un cercle. 


no à "à ; À : 
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manière que l'effort sur la surface latérale de chaque fibre soit identi- 
quement nul. 


Prosiéme III. — Les conditions du problème | étant supposées réalisées, 


déterminer la courbe TV de telle manière que l'effort sur la surface laté- 
rale S soit nul. 


4. Tenseur fondamental. — Nous emploierons une méthode ana- 
logue à celle du Mémoire déjà cité, reposant sur les équations 
générales de l’élasticité en coordonnées curvilignes. 

Prenons comme courbe de référence une fibre quelconque (') F. 
Soit O l’un quelconque de ses points, dont nous supposerons que 
l’abscisse curviligne a été prise comme paramètre £. Menons la tan- 
gente Oz, puis, dans le plan normal P, deux axes rectangulaires quel- 
conques Ox et Oy, invariablement liés à l'(*). Les rotations et 
translations du trièdre Oxys sont 


P> Gs 9; O; 5.0; I, 


pet q désignant deux fonctions données de t. 

Appelons maintenant (x, y, 0) les coordonnées d’un point M quel- 
conque intérieur aI’. Nous prendrons pour coordonnées contrevartiantes 
de ce point (*) 

LIT: ae Great. 
Si ces coordonnées augmentent infiniment peu, le déplacement élémen- 
taire de M a pour composantes cartésiennes 


(1) diode dx? 


en posant 
h=1-+ py — qe. 


ees 8 ee  ———— 


(1) Dans mon précédent Mémoire, j'ai snpposé que cette fibre était le lieu des centres 
de gravité des sections droiles ; nous nous affranchissons ici de cette restriction. 

(2) Dans mon précédent Mémoire, j'ai pris pour axes les axes de Frenet de F. On peut 
aussi traiter le problème actuel avec ces mêmes axes: les calculs sont un peu plus 
compliqués. 

(3) CF. loc. cit., p. 110. 


at 
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On en déduit 
ds? = (dx')? + (dx?) + h?(dz*)’; 


d’où 


| 
Jo - 
= 
| 
© 


(2) Su $22 — 1: Ssh’, 823 — Eu 
Le discriminant a pour valeur 
(3) sh? 


et les composantes contrevariantes du tenseur fondamental sont 


(4) Ey ET eh el CS + ord pp 


5. Déformation de la fibre de référence. — Produisons une défor- 
mation infiniment petite. La fibre F devient une certaine courbe F,, et 
le point O vient en O,. Nous définissons encore la position de O, 
sur F, par la valeur de ¢ qui correspondait au point O avant la défor- 
mation. Menons Q,z, tangent à F, et prenons, en outre, deux axes 
rectangulaires 0,2, et O, y, tels que les rotations du triédre 0,2, 7, 3, 
soient p+ p,,q +41, 0, p, et g, désignant deux fonctions infiniment 
petites de ¢. Les translations du même trièdre sont évidemment 0, o, 
1+ e, e désignant la dilatation linéaire de la fibre de référence. 


Remarque. — On peut, sans cesser de remplir les conditions 
ci-dessus, faire tourner les axes 0,2, y,3, d’un angle infiniment petit, 
mais constant, autour de O,3,. 


6. Connaissant les fonctions p,, g,, e, il est facile d’obtenir, par 
des quadratures, les équations de la courbe F,. 

Soient a,, b,, c,; Ga, bs, Co; a3, 63, c:, les cosinus directeurs 
de Oa, Oy, Oz par rapport à des axes fixes. Chacun des systèmes de 
fonctions (a,, 4,43), (b,,b:,b,), (c:,c:,c,) satisfait au système 
différentiel 


dz 
> +49s=090, a Ree ; HP. Jo 


Après déformation, les neuf cosinus subissent les accroissements 
infiniment petits «,,8,,..., Y:, et l’on a, en négligeant les infiniment 


— 
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petits du second ordre, 


da, 

“at + 4%; = — Gis, 

da 

at P%s= Pad: 

da, . 
aa + Ps — JU iA — Pad. 


En remarquant que l’on connait l'intégrale générale des équations 
sans second membre et appliquant la méthode de la variation des 
constantes, on trouve 


(5) a —= Be; — Cbi, i Ca — Aci, y, = Ab; — Ba, 


en posant 
vl 
A=/f (Pi + Gi) dt, 
0 


z Ll 

(6) Beef (pibi + gabs) dt, 
l 

ge | (PiCa + C2) dt. 


Les accroissements que subissent les coordonnées du point O pendant 
la déformation sont ensuite donnés par la formule 


L 
(7) x= [ (ea, + Bey ~ Cb,)dt 
0) 
et celles qu’on en déduit par permutations circulaires. 
7. Si l’on appelle € la troisième translation du trièdre Oxyz, la 
caractéristique D du plan normal xOy a pour équation 
(8) t+ py —qr=0. 


Le rayon de courbure R de Fen O est donné par 


ra 


. 
2 


p+ 7° 
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Après déformation, il subit l’accroissement AR donné par 


AR, Pit, 


Soit 9 l'angle polaire de la binormale, compté à partir de Ox. On a 


@ = arc tang/. 
Pp 


Les composantes du vecteur vitesse du point décrivant l'indicatrice 
des binormales sont, en désignant par des accents les dérivées par 


rapport à 
pport à £, de 
—@ sing, 9 cos®, oO. 


: . . , Tw 
Si l’on oriente la normale principale par l’angle 2 — —> la mesure 
$ 2 


algébrique du vecteur précédent suivant la normale principale 
est — 9’. Le rayon de torsion de F est donc 


(ptt q°) | 


T= + mir 
qP'— Pq 


; 
13 
go’ 
Après déformation, on a 


ey a 2 2 ah OR 2 € 2 ik sent <8 
Pict 9 SP DE 

8. Déformation des sections droites. — Considérons maintenant 
un point M quelconque du corps élastique, défini par les coordon- 
nées (x, y,t) avant la déformation. Après la déformation, il vient 
occuper la position M’. Projetons M’en O; sur F, et appelons £’ la 
valeur de ¢ qui correspond à O,, comme il a été expliqué au n° 5. 
Soient d’autre part (x', y’, o) les coordonnées cartésiennes de M’ par 
rapport aux axes Ox,y,3 définis précédemment. Il est clair que la 
déformation est entièrement déterminée si l’on se donne, outre les 


trois fonctions p,, g,, e du n° 5, les trois fonctions suivantes : 
(11) Cah — Be p= y'— y, w= t'— |. 


Il est à remarquer que, d’après leur définition mème, ces trois fonc- 
tions doivent s'annuler identiquement pour x = y = 0. 


a 
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9. Accroissements des composantes covariantes du tenseur fonda- 
mental. — Ce sont les quantités que j'ai appelées ¢,, dans mon précé- 
dent Mémoire. D'après les formules (2), tous ces accroissements sont 
nuls, sauf 

Es — 2hh,, 
en posant 


(12) h,=e- pay — ix. 


10. Calcul des efforts élastiques. — En appliquant les formules (10) 
de mon précédent Mémoire, on a 


9 ov 
T= + 2p Tua + ap 5 
[Ow 
(13) ! T,,=Me+aph | En +w(p'y—g'x) + n,| ; 


i (ges T Fe Da se T — Lae eels 
eT kay) de dan) TP (dy Al 


Dans ces formules, 0 représente la dilatation cubique, donnée par la 
formule ('} 


du de Ow  h+pr-qu+w(py —q'x) 
. D = ci — Ged ANS ee har RSS ee Se 
(24) oz dy Poor h 

Considérons maintenant un veeteur dont les composantes carté- 


siennes sont a, B, y. D’après les formules (1), ses composantes contre- 
variantes et covariantes sont 


=e. HD. ogi +; 
A, — 4, ees ps di Th. 
Si a, 8, y sont les cosinus directeurs de la normale a un élément 


plan intérieur au corps élastique, les composantes covariantes de 
l'effort élastique correspondant sont 


T,= To + Tia + Tic, 
Po Tac Tao + T,;0”, 
T,= Tac! + T3.0° + T;50°. 


ee ——— 


(2) Appliquer la formule (5) du Mémoire cité. 
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Ses composantes cartésiennes sont donc 


Tél fe NATH OST dd 


37? 
(15) T= Tua + T6 +Tad 
pa Tate Tab 4m, 

8 


PROBLEME I. 


11. Conditions du problème. — Si l’on appelle N l'effort normal 
qui doit s’exercer sur un élément plan quelconque parallèle à Oz, on 
doit-avoir, quels que soient «, (3, 


TN, be NS, Té==0. 
D'où les conditions 
(16) T,,=T,=T»=0, Tai T..=N. 


Si l’on pose 
ae 


= 
5 


les formules (15) se réduisent a 


La NX Le NB, T it: 


On voit que N' représente l’eflort normal exercé sur un élément 
parallèle à æO y. 


12. Intégration du système (16). — D'après les formules (13), on 
a d’abord 
Ou dr du Ov 
0x Oy? dy — dx 


Donc, les fonctions u ete sont des fonctions harmoniques conjuguées. 
On a ensuite 


du Ow Ov Ow 
(17) une 


o = 6G 


= = aa 2—— 0. 
CT a a Fa 


SLT 
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. du dv = . : : 
Or, les fonctions > et > sontaussi harmoniques conjuguées; donc 


0xz\° 0x) dy \° dy : dy o5t) + an (Ge) =e 


Comme g=h? et que h est une fonction linéaire, ces équations 
s’écrivent 


(hw) 0?(hw) O? (hw) __ 
OX. Oy ; Ox0y is 


D'où l’on déduit, en serappelant que w doit s’annuler pouræ—y—0, 
(18) hw A(a*+ 7?) +2Bzx+20Cy, 


A, B, C désignant des fonctions quelconques de £. 
Portant dans (i7), il vient 


0 

= =7A{s— y") ee, opAay — 2Az— 2y(pB+qC) << 2B, 
(19) as 

ap = PACS — Y°) +2qgAxy +2æ(pB+qC)— aAy —2C. 


Pourz—=—y— 0, u et ¢ doivent s’annuler identiquement; il en est 


donc de méme de a et oe On en conclut que B= C = 0. Ona donc 


(20) hw = A(2? + 3%). 


Les formules (19) donnent ensuite, en intégrant par rapport à £, 


u—a(x— y?) — 2bxy + marr P, 


at p—b(x — y?) + 2any + my +Q, 


ou P et Q désignent deux fonctions harmoniques conjuguées, indé- 
pendantes de t, s’annulant pour æ = y =o et où 4, b, m désignent des 
fonctions de ¢ vérifiant les relations 


(22) gA=a, pA=", 2A —— 1m'. 


a Remarque I. — On peut ajouter des constantes arbitraires aux 
coefficients a, b, m, car cela ne fait que modifier les fonctions P et Q. 
En particulier, si l’un de ces coefficients est constant, on peut le sup- 


poser nul. 
Ann. Ec. Norm., (3), LU. — Fase. 4. 
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Remarque II. — Inversement, on peut ajouter à P et Q deux poly- 
nomes harmoniques conjugués quelconques, du second degré et à 
coefficients constants. Cela revient à ajouter des constantes à a, b, m 
et à négliger une rotation infiniment petite du trièdre 0,2, y,3, 
autour de 0,3, (n° 5). En particulier, si P et Q sont des polynomes du 
second degré, on peut les supposer nuls. 


Remarque III. — Supposons que l’on fasse tourner les axes Oxy, 
de l'angle constant 9, autour de l’origine. Soient (x’, y’) les nouvelles 
coordonnées du point M(a, y) et uv’, « les nouvelles composantes de 
son déplacement élémentaire. Posons 


BAS =, u + ip =f, P+iQ =Z, 
ety 8") u'+ i'—=t", P'+:Q'—7. 
On a 
AT A ts 2° ss". 


Convenons de plus de définir P’ et Q’ par la condition 
f= Le? 
Les formules (a1) équivalent a 
C=(a+ ib)s*+ms+Z. 
D'où l’on déduit 
c'=e? (a = b)s"® + ms + 72°, 

Les formules (21) subsistent donc après le changement de coordon- 

nées, sous la seule condition de faire subir le méme changement aux 


fonctions P et Q (') et la rotation — 9 aux coefficients a et b, consi- 
dérés comme des coordonnées cartésiennes. 


14. Cas où les sections droites restent planes. — Ceci arrive 
pour À — o. Les formules (22) montrent alors que les fonctions a, b, m 
sont constantes; on peut donc les supposer nulles, d’après la 
Remarque I du n° 13. Les formules (21) se réduisent à 


«=P CESR 


? 


Les coordonnées x’, y’ du point M' sont indépendantes de t. On en 


RL ES EE OT RIRES ON ed er: Peu sf 


(1) Ceci revient à considérer comme fixe le point représentatif de l'imaginaire Z. 


nets: 


<2 fe US DR 
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conclut que la trajectoire de ce point est orthogonale au plan O,x,y.. 
Autrement dit, les fibres restent des fibres après la déformation. 


15. Calcul des forces. — On a d’abord, d’après (14), 


H du 
23) a 
- : h On’ 
en posant 
H = d(hw) ape ames qu —+- (de 


ot 


ou, en tenant compte de (20) et (21), 


(24) HA a? ty) EM Bb ga) (HE ASP qh) xy 
+ m( py — qx) +h+ pQ—qP. 


Les formules (13) donnent ensuite 


(25) N=) + a(h +p) 


h Ox 
; ; H du  kh+ 2p 2p(3h + 2p) Ou 
UE a | NE ee 
(26) N = (A+ 2P)F A as > N > ree 


Calculons également les composantes cartésiennes X, Y, Z de la 
force de volume. I] suffit d'appliquer la formule (11) du Mémoire déjà 
cité. On trouve immédiatement, en tenant compte de (16), 


| IN 
AX Sg (N SiN’) — ho, 
Eh ON 

| AY=p(N’—N)—hZs 


ON’ 
RESTE 


Il est à remarquer que, / ne s’annulant jamais (n°2), N, N’, X, Y 
et Z sont toujours finis. 
Le problème I est maintenant entièrement résolu. 


16. Cas où les forces de volume sont nulles. — Ce cas particulier 
est intéressant, parce que, dans les problèmes pratiques, on néglige 
généralement les forces de volume devant les forces de surface. 
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D'après les formules (27), on doit avoir 


ON r ON 6 à à betel 
(28) ho =q(N—N ), ass FEM — N), ral 


En éliminant N — N’ entre les deux premières de ces équations, on a 


ON ON 
Pog + dy 


d’où 

(29) N=Yÿ(R), 

puis 

(30) Oo N=f) + ashy = ON. 


En remplaçant N et N’ par (25) et (26), on en déduit que H et _ sont 


des fonctions de la seule variable À. Comme ce est une fonction har- 


monique, c’est nécessairement une fonction linéaire de h; il s'ensuit 
que wu et s sont des polynomes du second degré en x, y et, d’apres (21), 
il en est de même de P et Q. En vertu de la Remarque Il du n° 13, 
nous pouvons dès lors supposer P= Q = 0. 

D'après (24), H se réduit alors à un polynome du second degré en 
x, y, donc à un trinome du second degré en A, soit 


H—oah+ 6h +7. 


En identifiant les termes du second degré, on obtient trois équations 
linéaires en a, b, A’, d’où l’on tire 


(31) a=—aq, b=—ap, A’=a(pt+q?). 

La formule (26) devient 

(32) N’=20(3,+ap)h+(A+ 2p) + 2A(m— 20) + (A+ 2p) i 
Cette fonction doit être indépendante de ¢. 


Premier cas. — Supposons que p et q ne soient pas des constantes. 
La variable À dépend de ¢. Dès lors, N’ doit être indépendant de h. 
Ceci exige «= y — 0; puis 


N'= (A+ 2u)6 + 21m —= const. 


ay “ie 
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Les formules (31) nous donnent maintenant a—b—o; d’où, 
d’après (22), A—0, m=const.; donc B = const. 
D'autre part, on a, d’après (25), 


N=AB +2(À+p)m— const. 


La formule (30) exige que N'— N; donc B =m. : 

En achevant l'identification de H avec mh, on a enfin 

4 Pi= i= CET UE 
D'autre part, 

SNL, Ê MY, 

On en conclut que la déformation considérée est la déformation homo- 
thétique bien connue, correspondant à une compression uniforme du 
corps solide. Cette déformation satisfait évidemment aux conditions I, 
quelle que soit la manière de choisir les fibres. 


Deuxième cas. — Supposons les fonctions p et g constantes et non 
toutes deux nulles. La variable k est indépendante de £. Pour que N’ 
ne dépende pas de £, il faut d'abord que « soit constant; donc aussi a 
et b, d’après (31). Mais alors, A=o, d’après (22); donc « —0, 


d’après (31). 


D'autre part, la formule (25) donne 


N—3i + 18 + 2(À +p)m. 


En portant les valeurs de N et N’ dans (30) et identifiant, on obtient 


Y= 0; 6 = m= const. 


On retombe sur le cas précédent. 


Troisième cas. — Supposons p= gq = 0; autrement dit, les fibres 
sont rectilignes. 

Revenons aux conditions (28); elles exigent que N soit independant 
de x, y et que N’ soit indépendant de ¢. La formule (25) nous montre 
ensuite que H doit étre harmonique, ce qui, d’après (24), exige que A’ 
soit nul. Mais alors H se réduit au polynome linéaire #, et l'on en 
conclut, comme précédemment, que P et Q peuvent être supposés 
nuls. 
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Dautre part, d’après (22), a et b sont des constantes. En vertu de la 
Remarque III du n°13, nous pouvons, par une rotation des axesOxy, 
supposer, par exemple, b =o. En annulant les coefficients de yet 


de a dans N, nous obtenons 
ha(\+ p) 
i=, RS D 
Moyennant quoi (26) devient 


__Au(3à+2p) 
À 


N'= az + (ÀÂ+2p)e+2km. 


Pour que N’ ne dépendent pas de £, il faut et il suffit que 


(A+ 2p)e+ 2m — const. 


- On a d’ailleurs, d’après la troisième formule (22), 


m——2At+ m,, it, — CONSL.: 


donc la dilatation linéaire e est une fonction linéaire de l'arc t. 

D'autre part, l’axe instantané de rotation du trièdre O,2,y,7, a 

r % I . , ‘ 
pour équation x= — = const.; il est fixe. On en conclut qu'après 
1 

déformation, la fibre de référence devient circulaire. 

Dans le cas particulier où N= 0, e et m sont des constantes; donc 
A =o; c’est le cas de la flexion simple, que nous retrouverons au 
nil. 


PROBLÈME II. 


17. Calcul de la déformation. — Il faut avoir identiquement N= o 
ou, d’après (25), 
du 


(So ? 2 pleas) Sm 
(aye AH + 2(A + p)h — 0. 


Kgalons les laplaciens des deux membres : 


< Ih du Oh d'u 
A Ith ae 
} + (À + H) (5 dx? 7 Oy dx =) 4 


Cette équation peut s’écrire 


Ars 


(34) rate. 
dx 0Y À + p 
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Si les rotations p et q ne sont pas toutes deux nulles, on en conclut que 


9 


u du é 
7x et ns sont du premier degré en x, y; donc, u et sont des poly- 


nomes harmoniques du second degré. Il en est de même des fonctions 
P et Q, qui peuvent dès lors être supposées nulles, en vertu de la 
Remarque II du n° 13. 
L’équation (33) s'écrit alors 
(35) A(t?) + (pb—qa) (x —7)+ 2A(pa+qb)zy+hm(py —4%) 
oye + pays Gi 2) 2A PDU EE) T gx) (2ax — 2by +m)—o. 


Annulons les coefficients de a* et y” et retranchons les équations 


obtenues; il vient 
pb—qa=o. 


En annulant le coefficient de xy et combinant avec |’équation ci- 


dessus, on obtient 
C00. 


Les équations (22) donnent ensuite 


A0, m= const. 


En achevant l'identification de (35), on trouve 


3À+2k > 
—__—— mp, = mq; e=— 


; 3A +2 
(36) p=— at 


d’où, en portant dans (9) et (10), 
AR ye AT 


R ae Uy > == C. 


La nouvelle fibre de référence est donc enticrement déterminée. Quant 
aux fonctions w, «, 4°, elles se réduisent a 
U == ML, YY == my, (P= 0. 


Donc, chaque section droite reste plane et se déforme homothétiquement 
suivant le coef ficient de Poisson. 


(8. IL est aisé, d'après le n° 6, d'obtenir les équations de la nouvelle 


22 
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fibre de référence. Posons, pour simplifier l'écriture, 


de 4 à Ç 


La première des formules (6) s'écrit 


L 
A=kf (pa,+ qa,) dt. 
0 


Or, ona 
p=— (a,a, + 6,6, + cc), g=4,a', + b,b, + cc; 
d’où 
t 
A=kf (bac, — C3b 3) dt. 
0 


Si l’on appelle +, y,, 3, les coordonnées du point O par rapport aux 
axes fixes, la formule (7)s’écrit, en faisant une intégration par parties, 


2, ex, + Bz— Cy, 
t 
- kf [a (20% + Yoo + 2020) — Lo (LoL + Yo No + 30%q)] dt. 
0 


Posons 
2K = x? + y? + 52. 


Nous obtenons, en remplaçant e par sa valeur en fonction de m, 
t 
= + Bs, — C}, 4 kai, K' ak [ K'z° dt 
0 


et les formules analogues. 
Quant à la formule qui donne A, elle s’écrit 


t 
A=kf (785-2474) at. 


19. Loi de forces. — L’équation (26) donne, en tenant compte 
de (33) et (36), 
Ni=== Ke, o 


E désignant le module de Young. Donc, les efforts sur la section droite 
sont exactement les mêmes que dans le problème classique de l'extension 
d'un cylindre. 


THÉORIE DES FILS ÉLASTIQUES. 339 


Les formules (27) donnent ensuite 


Vente Yeouce, Ree 
h h 


On en conclut que la force de volume est une répulsion (sie > 0) ou 
une attraction (si e << 0) exercée sur le point M par l’axe de courbure D. 


Cette répulsion a pour valeur —- en appelant d la distance de D à M ("). 


Malgré sa simplicité, une telle loi de forces est tout à fait artificrelle 
et ne présente aucun intérêt pratique. 


20. Cas des fibres rectilignes. — C’est le cas particulier p = q—0. 
laissé de côté au n° 17. 

L'équation (34) nous donne d’abord A’—o; donc A= const. La 
formule (24)se réduit à H =A, et l'équation (33) nous apprend que 
est un polynome linéaire. Comme précédemment, nous en déduisons 
que les fonctions P et Q peuvent être supposées nulles. D'autre part, 


d’après (22), a et b sont constants. Par une rotation des axes (n° 13, 
Remarque III), nous pouvons supposer b = 0; d'où 


(37) wala? — 3?) + max, E—=2AX) + MA. 
En achevant l'identification de (33), on obtient 


&a(À+p) : 2m(À+ LU) 
Ce RE Re aS —— — ° 


(38) D; = 5 = — 5 


(1) Les forces de volume appliquées au cylindre élémentaire compris entre deux sec- 
tions droites infiniment voisines admettent une résultante dont la mesure algébrique sur 
la normale principale est 


Ke EeSdt 
pralofs 4 h dx dy dt =— R 


en appelant S Paire de chaque section et R le rayon de courbure algébrique de la fibre de 
référence. Cette résultante est appliquée au centre de gravité de la section droite 
moyenne. Si la fibre de référence passe par ce centre de gravité, on voit qu'elle se com- 


porte comme un /i/ parfait, dont la tension serait constante et égale à ESe et qui serait 


3 : k ESe ee ; À 43 
soumis à une foree normale égale à — = par unité de longueur. Les équations intrin- 


sèques des fils parfaits sont bien vérifiées pour un tel fil 


= 


= 


Ann. Fe. Norm., (3), LIT. — Fasc. 4. 
22% 
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Enfin, la troisième équation (22) donne 


m= 2At+m, m,= const. 


La fibre dé formée est un are de cercle dont la courbure est 9 —q,; sa 
dilatation linéaire est une fonction linéaire de t. Rappelons qu'on a 
obtenu une déformation analogue au n° 16 (troisième cas). 


‘24. Cherchons la loz de forces. La formule (26) donne 
N'= E(e — px). 
On a ensuite, d’après (27), 


pe Z=-— Ee’. 


La force de volume est une force constante paralléle aux fibres. Dans 
le cas particulier où cette force est nulle, À — 0; on retrouve tous les 
résultats classiques du probleme bien connu de la flexion simple, traité 
par Barré de Saint-Venant ('). 

Si la fibre de référence passe par les centres de gravité des sections 
droites, les efforts normaux s’exerçant sur une section équivalent à la 
force ESe appliquée en O et à un couple, dont le moment a pour 
composantes 

L — — ECp, M = EBop, N= (05 
en appelant B le moment d’inertie de 1a section droite par rapporta Oy 
et C le produit d’inertie relatif aux axes Ox, Oy (*?). 

Le problème II est entièrement résolu. On voit que la seule solution 
pratique est celle de la flexion simple. 


(1) Cf. Lecornu, Cours de Mécanique, t. II, p. 386. Les équations (1) de cet ouvrage 
diffèrent des formules (37) ci-dessus par la présence d’un terme en z dans w et dans w; 
mais cela tient à ce que l’auteur utilise des axes fixes, tandis que nous rapportons le 
corps déformé à des axes mobiles. La courbure 9 calculée par les formules de Saint- 
Venant est bien d’accord avec la deuxième de nos équations (38), si l’on suppose z infi- 
niment petit. 

Pour le cas où A n’est pas nul, voir mon Mémoire déjà cité, p. 129. 

(*) Ces formules sont bien d'accord avec les formules (49) de mon Mémoire déjà cité, 
quand on y suppose g = 0 et 8 = 0. 


© faa + gags gli 


Ar 
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PROBLÈME III. 


22. Condition générale du problème. — L’équation (33) ne doit 
plus être vérifiée identiquement, mais seulement sur. Cette équation 
s'écrit ; 


oP 
(39) | 2(À + By >> +pHs— gr, 
en posant 
(4o) IP eT ee a  Hy=2(A+ p) ARE Ye 
3 Ox ? Lo: POY Ox î 


(40 F=a*([— AA’+ (51 +4p) ga— Apb]+ y2[—AA'+ (544 Gp) pb — qa] 
— 2(3A +2) (pa+ qb)xy + 2[—4 a+ pha+(31+2pgm + qi] 
+ y[4(A+ p)b— (34+ 2p) pm —AXp]— 2(A + p)m— he. 


En tout point intérieur à F, on a 


oP à 
(42) CR ct te RÉ 
Er h 


93. Cas où Pet Q sont des polynomes du second degré. — D'après 
la Remarque Ii du n° 13, nous pouvons supposer P = Q = o. L’equa- 
tion (39) se réduit a F = o et ne peut représenter qu’une ellipse. Soit 


l'équation de cette ellipse. Nous allons démontrer que l’on peut mettre 
le polynome F sous la forme F = SG, S désignant une fonction inconnue 
de t. Les équations d'identification s’écrivant 


| _ KA + (1-6 6p) go—dpo= 2 
sd ae | RATE (BA + 4u) pb — ga x 


pa-+qb=0; 
(44) Api 4(A+ pb) bo - (3A + 2p) pm, 


| Ag=4(i+pa—(31+2p)gm, 
he =S—2(A+ p)m. 
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La troisième équation (43) donne, d’après (22), 


(45) ab=k=const. 


Éliminons maintenant S entre les deux premières : 


(46) AA (at— 62) + pb[ (54+ Gp) 624+ a] — qa[(5h + Gp) + A6] —0. 


Si l’ellipse T est un cercle, «= § et l’équation ci-dessus se réduit a 
pb — qa=o. 


En la combinant avec la troisième équation (43), on voit que a et b 
sont nuls, si les rotations p et q ne sont pas nulles toutes deux. Les for- 
mules (22) donnent ensuite A=o. Dès lors, les équations (43) 
montrent que So; donc F est identiquement nul; l'équation (39) 
devient une identité; on retombe sur le problème II. Ce cas particulier 
doit donc être écarté; autrement dit, /a courbe T dott étre une véritable 
ellipse. 

Nous plaçant dans cette hypothèse, multiplions (46) par 2A et 
intégrons, en tenant compte de (22) : 

b?[ (SA + 4p) 62+ la] — a[(5À + 4p) a? + 787] 


(47) 1 A? + Kat 3° 


ds 
k, désignant une constante. 


Nous avons dès lors la solution suivante : 


On choisit arbitrairement a en fonction de 7; on en déduit b= = 


on a ensuite A par (47); puis p et g par (22) et m par une quadrature. 
En retranchant les deux premières équations (43), ona 


_ nef! 
S — ae 6? 


Les formules (44) donnent enfin p,, q,, e. 
La dé formation est entièrement déterminée. 


(32+ 2p) (pb — qa). 


24. Cherchons la loi de forces. 
On a d’abord, d’après (42), 


de 
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4 
soit 
r? y? 
32 F5 der: aaa 
2 ot? 5? | a à 
N=— — D (3x4 au)(qa - pb) 6 
a — 6° I+ py — qv 


Pour que D ne coupe pas r, on doit avoir constamment 


p?B? + gra al 
ou, d'après (22), 
At porat nt. 

Il suffit, pour cela, de choisir la constante #, suffisamment grande, 
après qu'on a choisi la fonction a et la constante #. 

Ayant N, on aN’ par (26) et la force de volume par (27). 

La loi de forces obtenue est très artificielle, ce qui enlève tout 
intérêt pratique à la présente solution. 


95. Revenons maintenant aux équations (43) dans l'hypothèse, 
précédemment écartée, où p et q sont nuls, c’est-à-dire dans le cas où 
les fibres sont rectilignes. Ces équations se réduisent a 


SS VAL ot AA’ CP. 


Si l'on ne veut pas que S soit nul, ce qui nous ramènerait au pro- 
blème II, il faut que « = 8, c'est-à-dire que F soit un cercle. 

D'autre part, les formules (22) montrent que a et b sont constants. 
En utilisant la Remarque III du n° 13, on peut supposer b=o. Les 
formules (44) nous donnent alors 


(A+ pa 
(48) Po M AE 


et, en utilisant la troisième formule (22), 
(49) e= Lam mt) ANR 


On obtient la solution suwante : 

On choisit arbitrairement la constante a et la fonction m. On a 
ensuite p,, g,eet A par les formules (48) et (49). La déformation est 
alors parfaitement déterminée. 

Il est à remarquer que la fibre déformée est plane, puisque p, est 
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nul. On peut s'arranger pour qu’elle ait une forme quelconque en 
choisissant convenablement la fonction m. En particulier, elle devient 
un arc de cercle si e est constant, c’est-à-dire si l’on prend 

À+p 


Aa? 


m= C,e+ C,e—!+ C;; Gi, Ge, C,= const.; w?—= 4 


26. Cherchons la loi de forces. La formule (42) donne d’abord 
N—— F=——SG=AA'(2*+ y*— a). 


On a ensuite, par la formule (26), 


N’= (A+ 2p) A! (a*+ y?) + Ele — 9,2) — oe 
E désignant toujours le module de Young. 
On a enfin, par les formules (27), 


_A+ap 2p(3A+ 2p), 


Maen kne e. Yo An ye! L , 


m" (2? + y? —a*)+ 


La loi est assez simple, mais encore artificielle. 

Nous allons maintenant rechercher systématiquement toutes les autres 
solutions, en commencant par envisager les cas particuliers, en ce qui 
concerne la forme de la fibre de référence. 


27. Cas des fibres rectilignes. — On a p=q=o et il en résulte, 
d’après (22), que a et b sont constants. 
L’équation (39) se réduit à 


oP 
(50) a(A+ p)<— =F. 
En dérivant par rapport à ¢, il vient 
(5r) — = 0, 


puisque P ne dépend pas de £. 


28. Supposons d’abord que cette équation soit vérifiée identiquement. 
Les coefficients de F sont constants. En utilisant la Remarque I du 
n° 13, nous pouvons supposer que les coefficients de a et de y et Je 


THÉORIE DES FILS ÉLASTIQUES. 339 


terme constant sont nuls. En appliquant ensuite la Remarque III, n°13, 
nous pouvons encore supposer b = o. On a finalement 


F=)a(z*+ 7"), a — const., 
avec les conditions A = — at et 


(52) pr=9, qa Gitta, e=—2At?m, m—=at? + B, 


où 8 désigne une nouvelle constante. 


La courbe I étant arbitrairement choisie, la fonction i est entiè- 


rement déterminée par la condition (50), d’après le principe de 
Dirichlet. On en déduit P, à un terme de la forme — ny près, que l'on 
peut d’ailleurs négliger, d’après la remarque du n° 5. 

En définive, la déformation est entièrement déterminée. Signalons 
que, d’après la première équation (52), la fibre de référence déformée 
est plane; c’est d’ailleurs une développante de développante de cercle, 
sia<o; c’est un cercle, si «=o. | 

La loi de forces peut être obtenue par les formules (42), (26) et 


(27). Mais elle dépend de P, donc de la forme du contour I. 


29. Supposons maintenant que l'équation (51) ne soit pas vérifiée 
identiquement. Elle doit représenter I, qui est donc un cercle. En 
ajoutant une constante convenable a m, on peut supposer que E 


Siig, ke a a 
s'annule sur I. On en conclut que la fonction = est identiquement 


nulle. En appliquant la remarque du n° 9, on peut ensuite supposer 
que les fonctions P et Q sont également nulles. On retombe dès lors 
sur la solution particulière du n° 25. 


30. Cas où le corps est de révolution. — Il est caractérisé par la 
condition que p et g soient constants. La fibre de référence est un 
cercle. Si l’on appelle R son rayon et si l'on dirige Ow vers son 
centre Q,ona 

Peo; Le KR 


D'après (22) et la Remarque I du n° 13, on peut prendre b=o. Ona, 
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en outre, 
(53) ae ne, m+2Ra=m,)=const. 


L’équation (39) devient 
; oP 
(54) a(h-+ p)(@— R)SE PAPER. 


En dérivant par rapport az, nous retombons sur (51). 


31. Supposons d’abord que cette dernière équation soit vérifiée 
identiquement ; autrement dit, les coefficients de F sont constants. En 
considérant les coefficients de a? et de y?, on voit immédiatement 
que a est une constante. D'où l’on déduit, en appliquant (22) et la 
Remarque I du n° 13, 


M Oe m= const. 


En choisissant convenablement la valeur de m, on peut annuler le 
coefficient de a dans F. Enfin, en appliquant la remarque du n° 5, on 
peut également annuler le coefficient de y. Finalement, F se réduit à 
une constante, soit Aq. 

Les hypothèses que nous venons de faire entraînent les conditions 


RER 
?. 


(29) i #0. a qm, e= -hy—2 


Mm, 


Ces formules nous montrent que la fibre de référence reste circulaire 
apres déformation. 
L’équation (54) s'écrit maintenant 


P 
2(A+ pi(e — R) +aP=—Ak. 
En portant l'origine au point Q et posant 
(96) Pel r=)" 
elle devient 
(57) 2 + pr D + Po. 


Nous sommes ainsi conduits au problème d'analyse suivant : Étant 
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donnée une courbe fermée TV, ne coupant pas Oy, trouver une fonction 
harmonique P', continue à l’intérieur de T et vérifiant (57) sur T. 

J'ai donné (‘}) la solution générale de ce problème; elle comporte 
deux constantes arbitraires. 

Si l’on possède une solution, on choisit le point O arbitrairement 
sur Qa et à l’intérieur de I’. La surface S est engendrée par la rotation 
de I’ autour de Q y. La constante # est la valeur de P’ en O. On choisit 
arbitrairement la constante m et les formules (55) déterminent la 
nouvelle fibre de référence. La déformation dans chaque plan méri- 
dien est enfin donnée par les formules (21), en calculant P par la 
formule (56) et ramenant l’origine en O. 


32. Supposons maintenant que l’équation (51) ne soit pas vérifiée 
identiquement. Elle doit représenter I’, qui est donc une ellipse. 
Comme p=b =o, F n’a pas de terme en xy et l'on peut supposer 
l’ellipse rapportée à ses axes. Si l’on garde les notations du n° 23, on 


doit avoir 
F=SG+F,, 


S désignant une fonction de ¢ et F, un polynome du second degré à 


coefficients constants, ne possédant pas de terme en æy. Observons 


d’ailleurs que l’on peut retrancher une constante arbitraire S, de la 
fonction S, en ajoutant S,G à F,. En choisissant convenablement S, et 
ajoutant une constante convenable à a (n° 13, Remarque I), on peut 
abaisser F, au premier degré. En ajoutant une constante convenable 
à m, on peut faire disparaitre son terme enz eten utilisant la remarque 
du n° 5, on peut faire disparaitre son terme en y. Finalement, F, se 
réduit à une constante Akg et l’on est ramené au méme problème 
d'analyse que précédemment, avec cette seule particularité que l'est 
une ellipse. 


33. Cas des fibres planes. — Supposons que les rotations p et q 
soient liées par une relation linéaire et homogène, à coef fictents 
constants. L’axe D garde une direction fixe; le plan P enveloppe un 
cylindre; les fibres sont planes. Prenons Oy parallèle à D; nous avons 


DR RUE ES PR SR ee 


(1) Comptes rendus, 198, 1934, P. 1337; J. Math. p. et appl., 1936. 
Ann. Ee. Norm., (3), LU. — Fasc. 4. 45 
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p=o. D'après (22), la fonction 6 est constante. On pourrait la 
supposer nulle, comme au n° 30; mais il est préférable de la laisser 
provisoirement indéterminée. “ 
L’équation (3g) s’écrit 
ov 
(28) a(A+ p) a MALE AS 


En dérivant par rapport à ¢, divisant par g' et dérivant une nouvelle 
fois, on obtient 


hs S OF = 
(99) “ 1 0 Eu 


34. Supposons cette équation vérifiée identiquement. On en déduit 


(60) F—~—gF,+F,, 


F, et F, désignant deux polynomes du second degré à coefficients 
constants. Portant (60) dans (58), on obtient les deux conditions 


J 


dl 
(61) a(A+ p) a =P, A, =F, 


qui doivent ètre vérifiées sur. 

Nous aboutissons à un nouveau problème d'analyse, dont je n’ai pu 
trouver (loc. cit., problème IV) que des solutions particulières. 

Les polynomes F, et F, étant supposés connus, il reste à procéder à 
l'identification de (60), Ce calcul, qui ne présente pas de difficultés, 
permet, dans le cas général, de déterminer, par des quadratures, la 
tibre de référence et sa déformation. 


39. Supposons maintenant que l'équation (59) ne soit pas vérifiée 
identiquement. Elle doit représenter F, qui est donc une ellipse. Si 
l'équation de cette ellipse est G— 0, on a 


F=SG-+ qF,-+F., 
S désignant une fonction de z et F,, F, des polynomes du second degré 


à coefficients constants. 


Sur I’, on a encore (61). Mais cette fois, T étant une ellipse, on 
peut affirmér que, si F, est du second degré, P est nécessairement un 
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polynome harmonique du troisième degré ("). Il est facile de voir que 
l'équation (58) représente alors une cubique ayant ses trois directions 
asymptotiques réelles, donc indécomposable en une droite et une 
ellipse. Dès lors, les fonctions P et Q sont du second degré et l'on 
retombe sur la solution du n° 23. 


36. Cas où les fibres sont sphériques. — Supposons que pet q 
soient liés par une relation linéaire et non homogène, à coeflicients 
constants, que l’on peut mettre sous la forme 


(62) I+ P¥o — 4 Lo— 0; ‘ 


x, et y, désignant des constantes. Cette relation exprime que le 
point Q(x, 7,) du plan æ0y est fixe. Donc, les fibres sont sur des 


sphères de centre Q. 

On pourrait prendre Q sur Ow par exemple. Nous ne le ferons pas, 
afin de ne pas détruire la symétrie des caleuls et aussi afin de pouvoir 
particulariser les axes par la suite. 

L’équation (39) peut s’écrire, en tenant compte de (62), 


(63) pKk.— qkhi=F, 


‘en posant 
3; 


: ok L OP ae re 
(64) K,= 2(2+ 2) (#— 20) 5 + AP, Ke 2 (À + p) (9° — Jo) 55 + AR: 


Dérivons (63) par rapport à £: 
sue ; oF 
ph.-ghi= FT 


De cette équation, combinée avec (63), on tire 
(65) LEE; Ky, 
ee 


(1) D'une façon générale, si une fonction harmonique prend, sur une ellipse G = v. 
les mêmes valeurs qu'un polynome F de degré p, cette fonction est un polynome de 
degré p. On voit, en effet, très facilement qu'on peut trouver un polynome Py et un 
polynome harmonique P tels que l’on ait identiquement 


P=GP+rF. 
D'après le principe de Dirichlet, le polynome P est la fonetion cherchée. 


23 
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en posant 


; oF oF 

p¥—py Bogie’ 

(66) £ rh mer : mnt 22 
PY — 9P Pq'—4P 


Si l'on dérive de nouveau par rapport à ¢, en remarquant que p", 
q’ sont, d’après (62), proportionnels à p’, g, on obtient l'équation 
unique 


2 


6 : ! / oF NE “=o 
(67) RAINED TPS De ae ede he ee 


37. Supposons d’abord que cette équation soit vérifiée identiquement. 
On en déduit que F, et F, sont des polynomes du second degré à coef- 


ficients constants et l’on tire des formules (66) + 
(68) F = pF, — qF,. 
Posons 


= dix? + 2b;xy ot Cy a i dja tre: ff + fi. 


En identifiant les termes du second degré dans (68), on obtient 
trois relations, qui, multipliées par A et intégrées en tenant compte 
de (22), donnent 


— }A?+ (50+ 4p)a?*— 1b?= 2(a,b — a,a) + const. 
—AA?+ (5A + 4p) b?— ha?=2(c,b — c,a) + const., 
—(3A+2p)ab= 6,b—b,a + const. 


On en déduit que a, b, A sont des constantes et peuvent être sup- 
posés nuls (n° 13, Remarque I). La troisième formule (22) montre 
ensuite que m est également constant et peut aussi être supposé nul. 
Dans ces conditions, F se réduità — Ah,. Donc, F, et F, s’abaissent au 
premier degré et l’identification de (68) donne 


(69) dAp,=—pe.t+ qe, Aq,i= pd, — qgd,, ke — pf,+ qf:. 


Si l’on connait les constantes d;, e;, f;, la déformation de la fibre de 
référence est déterminée. Il est d’ailleurs facile de vérifier que les rota- 
tions et translations p + p,, q+ q1, 1 te du trièdre O,æ,7,3, sont 
liées par une équation linéaire à coefficients constants et l’on en 
conclut que les fibres restent sphériques après la déformation. 


LR 
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Il nous reste à examiner les équations (65). En portant l'origine 
au point Q, elles s’écrivent 


OF aD FS 


oP 
(70) 2(A+ pp) eo +hP =F, - a( A+ P)Y SE 


F, et F, désignant les polynomes linéaires déduits de F, et F, par le 
changement d’origine. | 

Ces relations doivent être vérifiées sur T. Nous sommes ainsi con- 
duits à un nouveau problème d'analyse, que j'ai également étudié 
(loc. cit., problème II), mais dont je n’ai pu trouver la solution géné- 
rale. Je signalerai seulement que si F, et F, sont des polynomes 
conjugués, c’est-à-dire si d, =e, et e, = — ds, P et Q sont des poly- 
nomes linéaires et les égalités (70) et par conséquent (39) sont véri- 
fiées dans tout le plan. On retombe sur le problème II du présent 
Mémoire. 


38. Supposons maintenant que l'équation (67) ne soit pas vérifiée 
identiquement. Elle doit représenter I’, qui est donc une ellzpse. En 
conservant les notations du n° 23, nous avons les identités 


F,=S,G+G,, F,=S,G+ G,, 


G, et G, désignant des polynomes du second degréa coefficients cons- 
tants et S,, S, des fonctions de ¢. 


On doit avoir, sur F, 
Kye Din ue Me Gs. 


En portant l’origine au point Q, on retombe sur le problème d’ana- 
lyse du n° 37, avec cette seule particularité que F est une ellipse. 
Les polynomes G, et G, étant connus, ona 


F = SG + pG,— q Gi. 


En effectuant l'identification, on trouve d’abord que si Testun cercle, 
on peut supposer a — b — A—m=—S—=o et l’on retombe sur la 
solution du n° 37. 

SiT estune véritable ellipse, on peut, par des quadratures, calculer 
les fonctions a, b, m, A, S, Pi; Ji» €5 ON sait donc déterminer la défor- 
mation, sous la seule réserve de savoir calculer les fonctions P et Q. 
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39. Cas général. -- Nous supposons, cette fois, qu'il n'existe 
aucune relation linéaire à coefficients constants entre p et q. Dérivons 
deux fois (39) par rapport à £ : à 

oF ; SOS 
p'H:—q |e Or P H, — g =F 


Comme p’q’— q'p" west pas nul, on en déduit 
(71) = H,—F,, H,=F,, 
en posant 
ME TS OL Se or) 
pg’ —qp" Poot? OR ‘a 


I ( , OF 0? *) 
Ess srsranci | 4 9. 
p'q"—q'?p Ot Ot? 


En dérivant par rapport à £, on obtient l’unique équation 


ie "st 


7. P 


aoe 


; OF °F Said à 
(72) (p"q la | 


TP om LP) de 
40. Supposons d’abord que cette équation soit vérifiée identi- 
quement. Les polynomes F, et F, ont leurs coefficients constants et 
l’on a 
OF : x 
wie F,—q Ee 
d’ou, en intégrant, 


(73) F = pF,—qF,+F,, 


F, désignant un nouveau polynome du second degré à coefficients 
constants. En portant dans (39), on obtient les trois conditions 


(74) He i a(h-+p) DEF, 
a 


qui doivent être vérifiées sur. 

On aboutit à un nouveau problème d'analyse (loc. cit., pro- 
blème III), dont je n'ai pu trouver la solution que dans le cas où l'est 
une ellipse, ce qui revient à considérer la solution particulière du n° 23. 

Si l'on possédait une autre solution de ce problème d'analyse, on 
pourrait, en effectuant l'identification de (73), calculer les fonc- 


mue 
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tions a, b, m, A, Py, qi, e, c'est-à-dire achever la détermination com- 
plète de la déformation. 


41. Supposons maintenant que l'équation (72) ne soit pas vérifiée 
identiquement. Elle doit représenter l, qui est done une ellipse. On 
doit encore avoir (74) sur cette ellipse. Mais deux de ces relations 
sont identiques aux relations (61). On en conclut, comme au n° 35, 
que l’on retombe sur la solution du n° 23. 


42. Conclusion. — Les trois problémes que nous venons d’étudier 
admettent tous des solutions plus ou moins simples, mais pour 
lesquelles la loi de forces présente généralement un caractère artifictel. 
Les seuls cas qui puissent vraiment se rencontrer dans la pratique sont 
les cas classiques de la compression uniforme (pour le problème I) et 
de la flexion simple (pour le problème IT). 
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